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» Basicamente la trigonometria es la
relacion matematica entre los
angulos vy los lados de un triangulo.

 La trigonometria tiene gue ver
principalmente con las funciones:
seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante.
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ANGULO: es la figura formada por 2 semirrectas
que se unen en un O llamado vértice
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CLASIFICACION DE ANGULOS

0 B

Agudo: AOB< 900

0 B

Recto: AOB = 90° =n/2
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Obtuso: AOB - 90°
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MEDIDA DE LOS ANGULOS
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ANGULO POSITIVO ANGULO NEGATIVO
La medida de un angulo sera un La medida de un angulo sera un
namero positivo si su lado inicial fijo numero negativo si su lado inicial
esta en el eje horizontal positivo y su fijo esta en el eje horizontal positivo
lado terminal que se ha movido en y su lado terminal que se ha movido
contrade las manecillas del reloj. a favor de las manecillas del reloj.

Aqui el signo del angulo solo representa la direccion del mismo

http://es.scribd.com/doc/12731979/CIRCULO-UNITARIO
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]:: Unidades de medidas de angulos
En trigonometria, se emplean tres unidades:

1.La mas utilizada en la vida cotidiana es el Grado
sexagesimal. Divide una circunferencia en 360 partes
iguales o grados®. Por tanto 1/360 es 1° (un grado).

1.En matematicas es el Radian la mas usada. Se basa en la
idea de colocar la longitud del radio a lo largo de la
circunferencia, se trabaja en realidad es con partes de la
longitud de la circunferencia.

2.El Grado centesimal se desarrolldo como la unidad mas
proxima al sistema decimal, se usa en topografia,
arquitectura o en construccion” y se divide la
circunferencia en 400 partes.

ol
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Este angulo en particular, se dice que mide 1° (un grado), y que corresponde a
un angulo entre los 360 que se pueden dividir la circunferencia. Un grado
corresponde a dos lineas rectas pequeias tomadas desde el centro O

(Ruben Albarez Cabrera, Trigonometria contemporanea).
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Se llama sexagesimal porque 1° grado se divide en 60 partes lo cual da un
minuto 1"y asu vez el minuto se divide en 60 lo cual da un segundo
O 1”

1°=60"
1" =60”
1° = 3600”
CONVERSION DE MEDIDAS.
GRADOS MINUTOS SEGUNDOS

Dividir por 60 Dividir por 60

Elabord Efrén Giraldo Toro 8




« 2. Un Radian: es un angulo gue sostiene un
arco de longitud igual al radio r. Ese angulo
diremos que mide 1 radian

longitud = r

En una circunferencia esto se puede hacer
un 6 veces Yy un pedacito = 6.28

ttepe. | lwuwn. geogebna. orglm| Wert?lodd
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https://www.geogebra.org/m/WextNs4f
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Es decir, sl se corta un pedazo de
cuerda de longitud exactamente igual
al radio, ¢ cuantos trozos harian falta
para dar una vuelta completa
alrededor de la circunferencia?

Mas o0 menos una cuerda de longitud
=6.28 0 2*3.14= 21m=6.28...

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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La longitud de una circunferencia
completa es 21T radianes 0 6.28.

. 6.28 qUE?

* De pende de la unidad de medida
usada:

Si el radio es 1 m sera 6.28m

» Sl el radio es 1km sera 6.28km

* Sir=1 pulgada sera 6.28 pulg.
Si el radio r no es unitario, L= 2rmrr
(la unidad de medida usada)

Elabord Efrén Giraldo Toro 11



2 radianes

‘l’ 1 radian
3 radianes
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== 0 radianes 6 2TT
€~ jgual a 0,28 del radio

4 radianes =7

N

/

5 radianes 6 radianes

Se toma como referencia el eje x

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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2 rad 2 rad

Angulos en radianes

Elaboro Efrén Giraldo Toro

(Stewart, 2007)
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{105, 7x/12} 190, 12} (75, 52712} i Graco T
{135, 3m/4} {45, wid}
{150, 5m/6} (30,7/6)
{165, 11m/12} 15, 212}
{0, 0} &
e {360, 27}

{195, 137/12) 4

1210, Tm/6} ¥ 1330, 11m/6}

1225, 5x/4)° " 1315, Tx/4}
{240, 4m/37~_ {300, 5/3}
{255, 17%/12} 1570, 37/21{285. 197/12)

Efrén Giraldo T.

Grados y los radianes correspondientes
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Compara el tamano de 1 radian con 1°.

Grados

10

La medida de un radian es
mucho mas grande que la medida
de un grado.

http://es.scribd.com/doc/12731979/CIRCULO-UNITARIO

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Relacion entre grados y radianes

. 180\° N L
180° = 7 rad lrad—(ﬂ_) 1 18Ol’ad

lt
180°

2. Para convertir radianes en grados, multiplique por -%Q

1. Para convertir grados en radianes, multiplique por

(Stewart, 2007)

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Convertir entre radianes
y grados

ik
6
Soluciéon La relacién entre grados y radianes da

m T w m \/ 180
a)60°=60(-l-8—0)rad=-3-md b)gl‘ad—(-g)(—)—ﬂ)"

a) Exprese 60° en radianes. b) Exprese — rad en grados.

(Stewart, 2007)

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Convertir entre radianes
y grados
x

a) Exprese 60° en radianes. b) Exprese 6 rad en grados.

Soluciéon La relacién entre grados y radianes da

m T ™ T 180
a)60°=60(‘l-83)md=-3-md b)grad-(—)(—)—30°

(Stewart, 2007)

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Triangulos

 El triangulo es el poligono mas

simple y el mas fundamental, ya
gue cualquier poligono puede
resolverse en triangulos

Elaboré Efrén Giraldo Toro 19
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Tridngulo Isosceles

Se llama triangulo isdsceles al que tiene dos
lados iguales; el tercer lado es la base. Los
angulos en la base de un triangulo isdsceles
son iguales;

Si dos angulos de un tridangulo son iguales,
los lados opuestos a dichos angulos también
seran iguales y viceversa .

http://trigonometria.galeon.com/
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Se llama triangulo equilatero al que tiene los tres
lados iguales. Por tanto los tres angulos de un
tridangulo equilatero son iguales; reciprocamente,
si los tres angulos de un triangulo son iguales, el
tridangulo es equilatero.

http://trigonometria.galeon.com
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Cuando uno de los angulos es recto (igual a 90°), se
llama triangulo rectangulo.

Y este triangulo es la base de mucha parte de la
trigonometria.

Recordar que la suma de los 3 angulos de un
f triangulo cualguiera suman 180°.

ﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂk

f Si se conoce un angulo « de un triangulo
rectangulo, el otro angulo se conoce facilmente:90-«

Asi, si un angulo es 30° el otro sera 90°-30°= 60°

http://trigonometria.galeon.com
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http://trigonometria.galeon.com/

TEOREMA DE PITAGORAS

HIPOTENUSA
CATETO 1

B CATETO 2

http://trigonometria.galeon.com

23


http://trigonometria.galeon.com/

13

29
21

20

http://trigonometria.galeon.com

24


http://trigonometria.galeon.com/

48

25

Elaboro Efrén Giraldo Toro



> (902 —x)
. N
(hipotenusa) )
h
a
o
A b °C

(adyacente)

http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Trigono_al0.svg
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, opuesto i advacente b
SNy = — -_——, OS5 = = = -,
hipotenmsa & hipotermsa b
opliesto il adyacente b
tanoa = ! — T ol = = -,
advacente b opuesto ]
_ lupotenusa _ hipotenusa  k
seca = — =7  csca= = —,
a }Eiir!te opuesto a

http://es.wikipedia.org/wiki/Archivo:Trigono_al0.svg
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% TEOREMA DE PITAGORAS
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* Nota importante;

 |as funciones trigopnomeétricas son en
realidad razones trigonometricas
puesto que son el resultado de la
division entre los diferentes lados de
un triangulo rectangulo(catetos e
hipotenusa)

Elaboré Efrén Giraldo Toro
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cos0=§
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cosf =

(Stewart, 2007)

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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sen @ =

csc =

L =3
NE
Figura 3
= c050=§
3 3
i el
2 V5
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Nl& alu

(Stewart, 2007)
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Si cos a = , bosqueje un tridngulo rectingulo con dngulo @ agudo y encuentre |
otras cinco relaciones trigonométricas de .

Solucién Puesto que cos a se define como la relacién del cateto adyacente a
la hipotenusa, se bosqueja un tridngulo con hipotenusa de longitud 4 y un cateto
de longitud 3 adyacente a a. Si el lado opuesto es x, entonces por el teorema de
Pitdgoras, 3° + x* = 4> o x* = 7, por lo tanto, x = V7. Después se usa el tridngulo
de la figura 4 para hallar las relaciones.

scna—ﬁ (:OS(I_2 tana—ﬁ
- 4 3
oo dhe _4 o e By .

(Stewart, 2007)

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Valores positivos o negativos de la x
respectivos cuadrantes.

Efirén Giraldo T.
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sin

CcosS
tan
cot
sec
CcScC

++++++

+1 111+

g1

Hifv
Ssin
CcoSs
tan
cot
secC
Efrén GirskioT. CSC

sin
cos
tan

cot
sec

CSC

G o 2
% [ I3%:]

Valores positivos o negativos de las funciones
trigonomeétricas en los respectivos cuadrantes

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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http://www.google.com.co/imgres?g=funciones+trigonometricas+de+30+60+y+45&um=1&hl=es&sa=N&biw=1280&bih=859&tbm=isch&tbnid=EqltcxVK5wXMnM:&im
grefurl=http://www.tareasfacil.info/Matematicas-Basicas/trigonometria-basica-
elementos.html&docid=fkAMxapcbTa07M&imgurl=http://www.tareasfacil.info/imaganes/clip_image052_0056.jpg&w=518&h=157&ei=DuKZTtb-
CYK5twirjidGHBA&zoom=1&iact=hc&vpx=401&vpy=632&dur=323&hovh=120&hovw=400&tx=301&ty=94&sig=108289476752443945942&page=2&tbnh=74 &tbnw=
243&start=26&ndsp=23&ved=1t:429,r:1,s:26

Elaboré Efrén Giraldo Toro 36
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http://www.tareasfacil.info/Matematicas-Basicas/trigonometria-basica-
http://www.tareasfacil.info/imaganes/clip_image052_0056.jpg&w=518&h=157&ei=DuKZTtb-
http://www.tareasfacil.info/imaganes/clip_image052_0056.jpg&w=518&h=157&ei=DuKZTtb-

PROPIEDADES DE LAS RAZONES TRIGOMOMETRICAS
DE ANGULOS AGUDOS

RAZONES TRIGONOMETRICAS RECIPROCAS:
son las que al multiplicar la una por la otra dan 1 o la una es igual
1 sobre la otra.

send :l coso =_1 tano =_1

cscoO seco) coto)

sendcscO0=1| [ cosOsecO=1 tanOcoto =1

R EEEE TR EEEEK]

Rubén Alba Cabrera. Trigopnometria contemporanea._http://www.sectormatematica.cl/ppt.htm

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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EJEMPLOS

1 __ csc36° B) 1 sec17°
sen36° cos17°

C)tan49°cot49° -1 D)sen20csc 20-1

Rubén Alba Cabrera. Trigonometria contemporanea._http://www.sectormatematica.cl/ppt.htm

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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L CIRCULO UNITARIO

' Un circulo unitario es el conjunto de
1° puntos que estan a una distancia 1

= =
%—‘:r del centro o0 sea que su radio es 1y
1° suecuacion es:

T

) iy x‘+y? =1

=

%ﬁ- Si se ubica el circulo unitario en un
%': plano cartesiano su centro coincide
5= con el origen de coordenadas (0,0) y
1° |os angulos se comienzan a medir a

5= partir del eje x 6 punto P(1,0)

=t Elaboré Efrén Giraldo Toro 39



N

x2+y2=1

(0,0)

Vv

e
D
Nt

Circulo unitario

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Efrén Giraldo T.

Grafica de coordenadas de cualquier punto (x,y) del circulo
en el plano xy.

El seno y el coseno por definicion son:

Yy

e SINX== — SINX=Yy

p—

'COSOC=§ — COS X= X

Elabord Efrén Giraldo Toro 41
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| seno de un angulo se asocia cony
eje vertical

© m

El coseno se asocia con x 0 eje
horizontal

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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P(cos , sin « )

Por tanto las coordenadas P(x,y) que estén en
el circulo unitario se representan
trigonomeétricamente también como

P(cos «, sin «)

43
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Lo cual permite que conocido el angulo « , se
pueda hallar su posicion en el circulo P(x Y)
mediante P(cos o, sin « )

®

R
oo
O
o

e x =co0s 30° = 0.866
e y=sin 30°= 0.5

A un angulo de 30° le corresponde en el circulo
unas coordenadas P(0.866, 0.5)

Elabord Efrén Giraldo Toro 44



P(cos «, sin o )




KL/

) | | | | | | |

KL/

KL/

e e e e e e

Lo anterior vale tanto para angulos en grados °
como en radianes (r 0 numeros reales) puesto
gue las calculadoras permiten ambos sistemas
adecuandolas convenientemente en el modo
“sexages’ o0 ‘radianes”

Hallar la posicion en el plano xy de un angulo de
5m

6
CcoS % = —0.866

sm? = 0.5 portanto P(—0.866,0.5)

- significa que esta en el segundo cuadrante
Nota. Tener cuidado con el signo.

Elaboro Efrén Giraldo Toro 46
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\

- , 5 ,
Posicion del &ngulo ?” en el circulo

.180°
57'[ — 57'[ 80 _1500
6 61

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Los puntos del circulo se pueden asociar  a los puntos P(x,y) del
plano cartesiano. Conocido el angulo se puede hallar sus
coordenadas,

& (0.1)
(—; ”,‘) D i ¢ L L
== e Pt 2 SaNsTEE-
(_»z »2) v T \, [¥2 \'2)
2' 2,83 T00 |90 A a \E
— é 4 . 60 -4‘ \ ';
(-ii' _}] ..'-.5_’_'. 135 45 _7"...‘. (V) ;)
6 . G ‘.'.
[ 10 30°
(-1,0) | 180° ! | o' ! (1.0
e, 0 |
' ] v '
210 330 '
— « 1IW -
(___Q_ .-1) \ .’65 226" 31§ E 75 (\'3 _. 1}
S 8 Q 5 300 I ,"' %" 8
N\ o 240 270 T,./
( ‘-'3 \"3 \\ jl 2‘!_ /' (\.'3 A \7)
_T' 5 T) \. s i?. 3.// ) - )
R ~1 e = 1 V—;)
(-% - =~ ( .
' (0. -1)

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/misc_eso/applets/defcosi.htm
http://www.geogebra.org/en/upload/files/Ferito/Circulo_Unitario.htm|



http://www.geogebra.org/en/upload/files/Ferito/Circulo_Unitario.html
http://www.geogebra.org/en/upload/files/Ferito/Circulo_Unitario.html
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e La ecuacion del circulo unitario es

o x2—|—y2 =
* Y COMO X = COS X
o Yy = sin X

e sen? x +cos? x=1

« Esta es una identidad fundamental
de la trigonimetria

Elaboro Efrén Giraldo Toro
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Identidades trigonomeétricas

Identidades trigonométricas fundamentales

Identidades reciprocas

Identidades pitagoricas
sen’x + cos’x = | tan’x + 1 = sec’x 1 + cot’x = csc’x

Identidades pares-impares
sen(—x) = —senx cos(—x) = cos x tan(—x) = —tan x

Identidades de cofunciones
(F-) = o wn(§-u) meow see( ) =
sen > u COS u > u u sec 5 u u

NN, PR CE SRS P



"Ejemplo 1 Simplificacion de una expresion trigonométrica
Simplifique la expresion cos 7 + tan 7 sen 1,




mplo 1 Simplificacién de una expresion trigonométrica
Slmphﬁque la expresién cos r + tan 1 sen 1.
Solucion Primero volvemos a escribir la expresién en términos de seno y coseno.

sen 1
Cosf’ +lanrsent = cost + (——-;) sen / |dentidad reciproca
Ccos

cos’t + sen’t ,
= Denominador coman
Cost
] ‘
8 e ldentidad pitagorica
Cos 1/t

= gect |dentidad reciproca L4



Ejemplo2 Simplificacion mediante combinacion
de fracciones

cos @
| +senf

Simplifique la expresién :z +




slo2 Simplificacion mediante combinacion
de fracciones

T .. sen@ cos 0
i >
Snmplnﬁquclaexpresnénme s i

Solucion Combinamos las fracciones usando un denominador comdn.

sen @ cos 6 sen 0 (1 + sen @) + cos’0 ‘
= Denominador comun
cosf 1+ senf cos 6 (1 + sen @)
sen @ + sen’d + cos’f ki
= Distribucidn de sen 6
cos 6 (1 + sen @)
geg ¥ ] ldentidad oric
= i pf rica
cos (1 + sen @) o
| Cancelacién y uso de la
- g0C §

cos 8 identidad reciproca
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'Ejemplo3 Demostracion de una identidad mediante
la reescritura en términos de seno y coseno

Compruebe la identidad cos 6 (sec # — cos 8) = sen’d.
Soluciéon El primer miembro se ve més complicado, asf que iniciamos con €l y
tratamos de transformarlo en el segundo miembro.

PM = cos 6 (sec @ — cos 6)

coso( \ coso) ldentidad reci
=  ——— n "
P ad reciproca

= ]| — cos’f Desarrollo

= sen’f = SM dentidad pitagbrica



| +senx

|
| — senx

m
|
I

3
..m
£
:




"Ejemplo4 Demostracion de una identidad mediante
la combinacion de fracciones

Verifique la identidad

1 |
2tanxsecx = -
] —senx | +senx

Solucion Mediante un comin denominador y la combinacién de las fracciones
en el segundo miembro de esta ecuacién obtenemos

!
SM = -

|l —senx | +senx
(1 +senx) — (1 — senx)
- Comin denominador
(1 — senx)(1 + senx)
2senx
e Simplificacién
|1 - senx
2senx :
= = ldentidad pitagbrica
cos‘x
sen x |
=2 ( ) Factorizacién
COS X \ COS X

= 2tan x sec x = PM ldentidades reciprocas .




"Ejemplo5 Demostracion de una identidad mediante
la introduccion de un elemento extra

Verificar la identidad ———— = sec & + tan &.
| — senu

Solucion Empezamos con el primer miembro y multiplicamos numerador y
denominador por 1 + sen u.




COS u

|l —senu

COS u 1 +senu  Multiplicacién del numerador
1l —senu 1| + senu ydel denominador por 1 + sen u

=cosu(l + sen u)

2 Desarrollo del denominador
1 — sen‘u




Formulas de adicion y sustraccion

Formulas para el seno:

Formulas para el coseno:

Formulas para la tangente:

sen(s + 1) =senscos + cosssent

sen(s — 1) = sen s COS { — COS 5 sen ¢

cos{s + 1) = COS S COS I — sen s sen !
Ccos(s — 1) = COS 5 COS ¢ + sen s sen !

tans + tant
tan(s + 1) =

| = tan s tan ¢

tans — tan/
tan(s — 1) =

| + tanstant



»3 Demostracion de una identidad
de cofunciones

Dentiestre I identidad de colunciones cm(% S u) = sen u.

Formulas para el coseno: cosls + 1) = cos 5 cos 1 — sen s sen !
cos(s — 1) = COS s COS 1 + sen s sen ¢




Demostracion de una identidad
de cofunciones

Demuestre la identidad de cofunciones cos(% - u) = sen u.

Solucion Por la férmula de sustraccion en el caso del coseno,

w w m
COsS| — ~ u COS — COSu + sen— senu
2 2 2

=0+cosu+ 1l senu=senu



plo4 Demostracion de una identidad

| + tan.
Verifique la identidad L = um(I + .r).

| —tanx 4
tans + tant
Férmulas para la tangente; s+1)=
P 4 tan( ) | = tan stan ¢
tan s — tan ¢

tan(s — r) =

| + tanstant




Demostracion de una identidad

1 +
Verifique la identidad —— -~ = mn(-’f + .r).
| — tanx 4

Soluciéon Empezamos con el segundo miembro y usamos la férmula de la adi-
¢ién para la tangente con lo que obtenemos

w
=
Il
B
= |3
+
-
o e
|




Formulas mitad de angulo o semiangulo

se“g__ﬁ\/l-cosu cosg__“\/l+co‘su
- N 2 PR 2

| — cosu sen u

u
2 Sen u | + cosu

La eleccion del signo + o — depende del cuadrante en el que se encuentre u/2.




"Ejemplo4 Reduccion de potencias
en una expresion trigonométrica

Exprese sen’x cos’x en términos de la primera potencia del coseno.
Soluciéon Usamos en forma repetida las férmulas para reducir la potencia.

. | — cos 2x : | + cos 2x
sen‘y = COSx =
2 2




'Ejemplo4 Reduccion de potencias
en una expresion trigonométrica

Exprese sen’x cos’x en términos de la primera potencia del coseno.
Soluciéon Usamos en forma repetida las férmulas para reducir la potencia.

e — . (l - cost)(l + cost)
2 2

l—-cos’2x 1 1 .,

3 2 4cos2x
=_l__l(l-0-cos4:c)gl___l__cos«tx
4 4 2 4 8 X

1 | I
=8—80034x-8(l-cos4x)



Formulas del producto-a-suma

sen u cos v = i[sen(u + v) + sen(u — v))
cos u sen v = 3{sen(u + v) — sen(u — v)]|

cos u cos v = 3[cos(u + v) + cos(u — v)]

sen u sen v = i cos(u — v) — cos{u + v)]




l Ecuaciones trigonomeétricas

Una ecuacién que contiene funciones trigonométricas se denomina ecuacién trigono-
métrica. Por ejemplo, las expresiones siguientes son ecuaciones trigonométricas:

sen’x + cos’x = | 2senx— 1 =10 tan’2x— 1 =0




http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales didacticos/misc eso/applets/defcosi.html

http://www.geogebra.org/en/upload/files/Ferito/Circulo Unitario.html

http://www.vadenumeros.es/geoqgebra/geometria/goniometrica.htmi
http://geogebra.geometriadinamica.org/construccion de las razones trigonometricas.html
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