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» El valor de un limite cuya forma es 0/k o k/occ es 0.
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Teorema 45.2 Regla de L' Hopital

Suponga que fy g son diferenciables sobre un intervalo abierto que contiene al numero a,

excepto posiblemente en a mismo, y que g'(x) # 0 para toda x en el intervalo salvo posible-
mente en a. Si lim f(x)/g(x) es una forma indeterminada, y Iim f'(x)/g'(x) = L o *oo,

X—da

2 . .
entonces —

lim =Hn 5=
x—a g(,X') x—a @ (X) 0

(4)

Es basicamente derivar el numerador y el denominador sucesivamente y aplicar el limite.
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g1 lim f'(x) =L entonces lim J(x) —
X—d g'(x) X—d g(T)

L.

Al aplicar el limite directamente da la forma indeterminada 0/0,
esto indica que es aplicable la regla de L'Hopital para calcular el
limite dado. Veamos:
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Aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital

1. Forma indeterminada 0/0

7 Forma indeterminada oo/oc

3. Limite por un lado

4. La forma 0- < Si

5. Otras formas indeterminadas
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Al Te RN Forma indeterminada 0/0
senx

Evalie lim

=0




1. Forma indeterminada 0/0

X — d
AL [S el Forma indeterminada 0/0
. .. senx _ . J&®) . F(x) =
BAlle iy o me® gm0 @

Solucion Puesto que el limite dado tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 0, por (4) es
posible escribir

—senx
B> senx h .. dx
lim = lim
x—0 X x—0 d
—X
dx
5. COSX |
= lim = —= ], O
x—0 ] l
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A1V IJEe A Forma indeterminada 0/0

N senx
Evalie lim —
=0 g* — ¢

4




Forma indeterminada 0/0

A3 [JEe A Forma indeterminada 0/0

Evalde lim—=2* __ 0 _0

=0 p*f — p™¥— — =

1-1 0
Solucion Puesto que el limite dado tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 0, se aplica (4):

d
——senx

’ senx h _, dx

lim — — = lim

- € — € x—0 i(ex e e_x)

dx \

= [im ——2— = L o o
x—0e* + e ] <] 2
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, f(;r) N f ,(x) ( 4)
ET}; g(x) }1_1}(1] g'(x)

El resultado proporcionado en (4) sigue siendo valido cuando x — a se sustituye por limites
por un lado o por x — 0o, x — —ox.
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Aoy Forma indeterminada oo/o0

:  ws MUX
Evalue lim ——.

(=0 £




2. Forma indeterminada 0o/00
X — 00

A\ e lkd Forma indeterminada oo/oc

ez THER
Evalie lim —.

x—00 @

Solucion Puesto que el limite dado tiene la forma indeterminada oo/00. Asi, por la regla de
L'Hopital tenemos

 Inx o , 1/x G

Iim — = lim —— = lim —.

=0 € x—o0 € x—ro0 X€
En este ultimo limite, xe* — o0 cuando x — o0, mientras 1 permanece constante. En conse-
cuencia, por (2),

Inx I

Iim—=1lim—5 =0 O
x—o0 € x—o0 X€
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AR Y Aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital

| o oo Btk Sxt ]
Evalie Him———.
ooy 4X* 12X




Forma indeterminada 0o/c0

AN MY Aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital
., ., 6x*+5x+ 7
Evalue Iim .

x—00  4x? + 2x

Soluciéon Resulta evidente que la forma indeterminada es co/o0, de modo que por (4),

lim 6x>+5x+7 » lim 12x + 5
X—>00 4x2 + 2x =0 X + 2

Puesto que el nuevo limite sigue teniendo la forma indeterminada co/o0, aplicamos (4) por
segunda vez:

1§ 12x +5 » 12
rl{?c 8x + 2 x—00 &
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N3 Ko lNY Aplicaciones sucesivas de la regla de LU'Hopital

i oo B
Evalie lim— =5

I\ —
X =—p .t




Aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital

(RS IJEe MY Aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital

5 s Y
Evalie lim— =%

o > 4
X X

Solucion EIl limite dado y el limite obtenido después de una aplicacion de la regla de
["Hopital tienen la forma indeterminada oc/oc:

Rl P ah N

Hm — = lim——= m——

X=900 y< X0 X X=$O0

Después de la segunda aplicacién de (4), observamos que e** — o© mientras el denominador
permanece constante. A partir de ello concluimos que

3x
lim— = o9,

X0 -‘--

En otras palabras. el limite no existe. |




A" Z e MY Aplicaciones sucesivas de la regla de UHopital

Evalie lim —.
I a-i].t,f-'_l;




A5\ Nl E Aplicaciones sucesivas de la regla de L'Hopital

Evalue lim —.
x—0) .EEI

Solucion Aplicamos (4) cuatro veces:

x* n 4x°

Iim— = lim—— (00/00
x—}meh x—}mzeﬁ ( f )

L 1 2x?

L lim S 9/

R bx |

£ lim o (00/o0)

h 6

= lim—— = 0. ]
x—00 4o

En aplicaciones sucesivas de la regla de L' Hopital, algunas veces es posible cambiar un
limite de una forma indeterminada a otra; por ejemplo, cc/oo a 0/0.
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=12l Forma indeterminada oo/oc

)
lanf _
Ve

Evalie lim_ =
1= w/2" tan 31




H

0
057 0 057 T 157 2 2s5m
T — «—t
_ T 7-[+

2 |9 5 3
i — Q00
3 y = tan ()
b | . | .
N )

Grafico de la funcion tangente.

y - e : . + ., .
e que cuando t tiende a% la funcion tangente tiende a +o0,y cuando t tiende a% la funcion tiende a —co

sen(2t) =2 sentcost sen(2*3t) =2sen3tcos sen(6t) =2 sen 3t cos3t sect=
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d(co
d

2

EJEMPLO 7 _.Forma indeterminada oo /o0

" > . tant
Evalie lim_ :
t—w/2" tan 3¢

Se observa que tan f — —oo y tan 3t — —oco cuando f — /2",

=2cost*(—sent)

h

= [im

.
lanf # z sec [

= lim e R (. / D)
t—w/2* 3 sec” 31

—_— |
cos” 3t {Wm

t—m/2* 3 cos® |

y 2 cos 3t(—3 sen 31)
im ,
t=g/2t 3%2 COS [{—s5en )

Entonces, por (4),

dtant
= sec’t
dt
1
sec’t = >
cos<t
d(cos 3t)?
( ) =2COS3t*dCOS3t
dt dt

= 2cos3t * (—sen 3t) 3

=2 cos 3t * (—3sen 3t)



2 sen 31 cos 3 2 sen 3t cos 3t = sen(6t)

=2t 2 sentcos i 2 sen 3t cos 3t = sen(2t)
. sen 6f - d sen 6t
= |im (0/0) - = 6t * 6
=2 SEN 21 o dt coSoEE
dsen 2t
————— = CcoS 2t * 2
dt
h . 6 cos O —0
= |lim =—= 3.




3. Limite por un lado

AN RE: Limite por un lado

Inx

0
Evalie Iim o
=t y/x =1 9




Limite por un lado

Ao lE:Y Limite por un lado

= Inx 0
Evalte Im} —. = _
| =1t N/x=1 0

Solucion  El limite dado tiene la forma indeterminada 0/0 en x = 1. Asi, por la regla de L'Hopital,

: A W I/x ., 2Vx — (0
hm—l'———- = lim = lim | = — = (), =

‘._,lo'\/-l- = l l"""l’ 1‘-‘. O I)—l,/'z l—‘". "' l




5. Otras formas indeterminadas

1)  Forma indeterminada co—o0

2) Forma indeterminada 0 - o<
3) Forma indeterminada 0"
4)  Forma indeterminada 1™
50 Forma indeterminada -~

B Otras formas indeterminadas Hay cinco formas indeterminadas adicionales:

oo=00, 0-.00, 0% o y 1% (5)

Por medio de una combinacion de dlgebra y un poco de astucia a menudo es posible conver-
tir una de estas nuevas formas de limites ya sea a 0/0 0 a 0o/o0,

\




1) Forma indeterminada co—o0

I La forma = — = El siguiente ejemplo ilustra un limite que tiene la forma indeterminada
co—o0. Este ejemplo debe anular cualgquier conviccién garantizada de que co—oo = ().

A" |JTeME:1 Forma indeterminada co—oco

Evalie lim [31 * | — l}

T— SENnX X




A3V [Jle:] Forma indeterminada co—oo
Ix+ 1 |
Evale Ifm [“:— - —}

x— SEnx X

Solucion  Se observa que (3x + 1)/senx — ooy 1/x — 20 cuando x — 0. No obstante, des-
pués de escribir la diferencia como una fraccién simple, se identifica la forma 0/0:

.

. Ix+ 1 | . 3x + x — senx

lim|———=—| = lim _ .
—0*| senx X T—s0+ Xsenx «— comitin denominador
LAy 6x + 1 — cosx

—0* X COSX + senx

b, 6 + senx
= lim
10t =X senx + 2 cosx
_6+0_ 3 N

0+ 2



2) Forma indeterminada 0 - oc

B Laforma -« Si

flx)—0 y |g(x))—>0o0 cuando x-—a,

entonces lim f(x)g(x) tiene la forma indeterminada 0 - 0. Un limite que tiene este forma puede

X—a

cambiarse a uno con la forma 0/0 o co/oo al escribir, a su vez,

fx)ex) = obien, f(x)gx) =

11/26/2017
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ESEMPLO 10 Forma Indeterminada 0 - o©

Evalie lim x sen;

X=—00

Soluciéon Puesto que 1/x — 0, tenemos sen(l/x) — 0 cuando x — oo. Por tanto, el limite
tiene la forma indeterminada O - co. Al escribir

sen (1/x)
Iim
X—>00 ]/x

ahora tenemos la forma 0/0. Entonces,

sen(1/x) »  (=x"*)cos(l/x)

lim = lim
X—00 l/x X—00 (_x—Z)
= lim cosl = 1.
X—>00 X
En la dltima linea se usé el hecho de que 1/x — 0 cuando x — o0 y cos 0 = 1. O
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Indeterminaciones de tipo = 17, «0 00
Para resolver estas indeterminaciones tomamos logaritmos neperianos.

El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de |la

hase = In a° = b In a. De esta forma conseguimos bajar el exponente y
resolver el limite.
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3) Forma indeterminada 0°

A=Y LM EN Forma indeterminada 0°

Evalde lim x'/™*,
x—0+

Soluciéon Ya que Inx — —oo cuando x — 07, por (2) concluimos que 1/Inx — 0. Asi, el
limite dado tiene la forma indeterminada 0°. Luego. si se hace y = x!/"*  entonces

Iny = LInx = 1.
. In x

Observe que en este caso no es necesaria la regla de L'Hopital, ya que

limlny = lim1 = 1 o bien, ln( lim v) = 1.

x—0* x—0* x—0*"

1/In :
Por tanto, 1im y = e' o de manera equivalente, 11m e = il

x—0* ~ x—0
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4) Forma indeterminada 1~

Indeterminacion 17
1

lir U1+ 2005 x )58 = 1%
T
}{%E
_1
A= i LT+ 2005 K EosE

T
H—
Z

- Tomamos logartmos neperiancs en ambos

miemhbros.

1
InA = 1N i, (T+ 2 cogx JE0s

T
H—s
2
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- Aplicamos el logantmo neperianc de una potencia
que es igual al exponente por el logantmo
neperiano de la base de la potencia.

Ina® =b-.Ina |

b
1
, zl COSH
InA = In ., (1+2c05x)
}H«%
N A = ”m[ J-In(’l+2r305:x:)
4o L COS X
Z
IN{1+ 2 cosx
A= o ]I
e B COS ¥
Z

éﬁ%&/h@m«aaﬂd@wWﬂaquaﬂéquuﬁd&hdﬂw-zq%h-ak-&Qu%udléﬂn
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. T
- Calculamos el limite cuando x J”E W resolvemos

la indeterminacion resultante.

In(1+2cosx] _ [%J _ (L'Hépital) =

lm} COS X
=

2

-2oeny
- 1+2cosx_ _ 2 _
lirm — lim -
’ T —SEn X T 1+ 2cosx

.':':.'J_.r? x%E

— Definicion de logaritmo para calcular A

In A = 2 < a°=A

1
1+ Zcosxposx = g2

Solucion: |t

m
S
2
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AV [ B VFA Forma indeterminada 1™
2x

Evalie lim (1 - 2) .
=00 X

Soluciéon  Ya que | — 3/x — 1 cuando x — o0, la forma indeterminada es 1%, Si

3\ 3
y = (l - '—) entonces Iny=2x In(l - ;).
X X

Observe que la forma de Ifim 2x In(1 — 3/x) es oo - 0, mientras la forma de
2 ln(l — é)
X

1
x

lim

X—00

es 0/0. Al aplicar (4) al dltimo limite y simplificar obtenemos

3/x*
y In(1 = 3/x) » _ (1 —3/x) s —6
.rl—l-,rg.z l/_x —Jﬂz —l/X2 —x—l-,rg; (1 —3/_x) = —6.
A partir de limIn y = In(lim y) = —6 concluimos que lim y = e %o
lim(l = é) =g °, -
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5) Forma indeterminada ~°

Indeterminacién «°
Hm 1 tan ;
- = m

Aplicamoaos lo mismao que hicimos para resolver O

) 1
In A = ||m+taﬂ:=<: -In[—z]

x—=0 W

, 1 ) 5

) lim, tanxIn| — | = lim tanx {In1-1n %)
%0 ¥ 10

}{IEtham{ (- 2In %)= —EJIQ_F’[ar‘IK (In x1=1(0 )

~2 ljrp, 1 :[E]:(L‘H@pitau:

=07 1/tanx o
, 1/ _ senx
-2 lim —————= 2 lim =
=0T -fsen®x xs0t
{9} (L'Hépital) = 2 lim 229 C0SX _ 5 o _ g
x0T 1

n&=0 =" =4 =4 = 1

tan x

. . 1
solucidn: 1im — =
Py Ll I
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Resolver el siguiente limite ., 7

| In (cos3x)
lim

Sea u;= cos 3x,

—sen 3x * 3

U, = CoS 2Xx,

—sen 2x * 2

QU
RQ‘:
(N
|

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)
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L "Hopital

2)y (4)en (1) d
. lnuy g nut
lim l = lim -
X nu x—0
-0 2 Exln U,
. - —_1du
Aplicando la derivada de Iln u= o 1 dul
lim U dx _
x—0 1 duZ
Reemplazando (3) y (5) Uy dx
ui(—sen 3x *3)
f(—sen 2x*2) -
2
Reemplazando (2) y (4) ) 0—8137(—5671 3x *3)
1
(—sen 2x x2)

cos 2x,
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sen 3x

Reorganizando términos COS 3X —

—2senlx
cos 2x,

- 3 tan3x
2 tan 2x

. 3 tan 3x_
lim =
x—0 2 tan 2x
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Aplicando L "Hopital nuevamente:

d - -
H(?’ tan 31)_

lim <
X—=0——(2 tan 2x)

7

k!

sec(0) =1

lim 3sec2(3X)*3 9
x>0 2sec2(2X)*2 4




