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D Derivacion implicita

La mayor parte de las funciones que hemos visto hasta ahora pueden describirse expresan-
do una variable explicitamente en términos de otra variable; por ejemplo,

y=+x'+1 obien y=uxsenx

o, en general, y = f(x).
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B Funciones implicitas y explicitas Se dice que una funcién donde la variable dependiente
se expresa solo en términos de la variable independiente x, a saber, y = f(x), es una funcién
explicita. Por ejemplo. y = 3x> — 1 es una funcién explicita.
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ara hallar la derivada en forma implicita no es necesario despejary.
Basta derivar miembro a miembro, utilizando las reglas vistas hasta
ahora y teniendo presente que:

1. Cuando se derivan terminos que solo contienen a x, la derivacion

4 1a habitual. &% =
dx

*+ 1ysedejaindicado de esa manera.



Directrices para diferenciacion implicita

i)

(i)

iii)

Al diferenciar con respecto a x ambos miembros de la ecuacion, use las reglas
de diferenciacion y considere a v como una funcion diferenciable de x. Para
potencias del simbolo vy, use (6).

Agrupe todos los términos donde aparece dy/dx en el miembro izquierdo de la
ecuacion diferenciada. Mueva todos los otros términos al miembro derecho de
la ecuacion.

Factorice dy/dx en todos los términos donde aparezca este término. Luego, des-
peje dy/ dx.




Por ejemplo, derivemos z° + y*> = 1. En este caso, tratamos la variable y como
una funcion de z.

2B
d 2' 2 d

%(l’ + ) %(1)
-d—x(x)-l—%(y)—O




d
22 +2y- =2 — 0
dx
dy
2 + — = —2
# dx &
dy =
dr  u

. ‘ d .

Observa que laderivada de v° es 2y - d_y y no simplemente 2y. Esto es porque
=

tratamos y como una funcion de =.




iy — 227 + 4 =18
Encuentra —y

dr’

Escoge 1respuesta:

4r — 3xy
x3 + 498

dx
3z + 493

drx
3x? + 498

%+ 498
4r — 3xly

bitzpo:|leo. bt



https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/advanced-diff-dc/implicit-differentiation-intro-dc/e/implicit-differentiation

dr — 2’y +y* =10

Encuentra el valor de —y en el punto [1.. 2].

dr

Escoge 1 respuesta:

| B2




2y — x2 + 2y =2

d
Encuentra —y

dr’

Escoge 1 respuesta:

2r
dy + 3a?

2r — 4y
Jx?

2r — 3x’y
4y + x°

4y + z*
2r — 3x’y




donde n es cualquier nimero real. Por ejemplo,

dy
%xz = 2x mientras éj—x-yz = 2y Zx-
En forma semejante, si y es una funcion de x, entonces por la regla del producto
d dy dx dy
ki 38 = rxr— F+yv— = + v
& Y TVax Tt Y

y por la regla de la cadena

d - .d5y _ dy
dxsenSy— cos Sy T - —SCOSSydx.
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A" KoM N Uso de la diferenciacion implicita
Encuentre dy/dx si x* + y* = 4.

Solucion Se diferencian ambos miembros de la ecuacién y luego se usa (6):

use la regla de potencias (6) aqui

d ,, d,_d
rE T
2042 (. 0
X Ve =
Al despejar la derivada obtenemos
dy  «x
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A5 [JNe MY Reglas de la cadena y del producto
Encuentre dy/dx si sen y = y cos 2x.

Solucion Por la regla de la cadena y la regla del producto obtenemos

iseny — %ycost

dx
L TN
Cosy dx—y( sen ) + cos 5
(cosy — cos h)ay = —2ysen 2x
dy 2y sen 2x

dx COSy — COS 2x°
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= Analizar ejemplos del libro de Zill

A" oMY | a pendiente de una recta tangente

Encuentre las pendientes de las rectas tangentes a la griafica de x> + y* = 4 en los puntos
correspondientes a x = 1.

ALY Uso de diferenciacion implicita
Encuentre dy/dx si x* + x5 — v = 2x + 1.
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as Funciones trigonométricas no son 1-1

Las funciones trigonomeétricas_son todas funciones_ periddicas. Asi las
graficas deninguna de ellas pasa la prueba de la linea horizontal y tampoco
son'l-a-YV.

Esto sygnifica que ninguna de ellas tiene una inversa a menos que el dominio
de cafla una esté restringido a hacer de ella una 1-a-1.

tetpo: [|wwew. vanoctytutons. coml|biotmathlbotmath belp|opanioltopics|invence -t oy



https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/trigonometric-ratios.html
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/periodic-functions.html
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/periodic-functions.html
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/horizontal-vertical-lines.html
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/one-to-one-functions.html
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/domains.html
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/inverse-trigonometric-functions

Ya que las graficas son periddicas, si escogemos un dominio adecuado podemos usar todos los valores del rango .

b
2

Slx) = sin(x)

Si restringimos el dominio de f( x) =sin xa [—g g] hemos hecho la funcién 1-a-1. El rango es [-1, 1].




Funciones trigonomeétricas inversas

Denotamos la funcién inversa de sen x comoy = sin lx o arcsen x.

Se lee y es la inversa del seno de x y significa que y es el angulo que le
corresponde al valor de seno x . Pero tenga cuidado con la notacion usada. El
superindice “ -1 NO es un exponente. Para evitar esta notacion, algunos libros

rcsin X como notacion.



https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/inverse-functions.html

Para graficar la inversa de la funcion seno, recuerde que la grafica es una reflexion sobre la
rectay = x de la funcion seno.

[
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Teorema 3.7.4 Derivada de una funcién inversa

Suponga que f es diferenciable sobre un intervalo I y que f'(x) nunca es cero sobre /. Si f

tiene una inversa f = sobre I, entonces f ' es diferenciable en un nimero x y

1

L PO
A Y

@)

(3)
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Lo que equivale a decir que para hallar la derivada de la funcion inversa:

2. $eevaluaesa derivada con la funcion inversa.
O Jo que es lo mismo: se hace la funcion compuestade f°f—1(x)
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Derivadas de funciones trigonometricas inversas

d —1
= sen—'x
d

. —1 . » .
Seno inverso: y =sen xsiysOlosix =seny,donde —1=x=1y—7w/2=<y=m/2. En
consecuencia, la diferenciacion implicita

iJc - isen y roporciona 1 = cos ﬂ
g @2 P Y dx
; dy 1
y asi e e = (6)
Para la restriccion dada sobre la variable y,cos y =0y asicosy = V1 — sen? y=V1-—x%

Al sustituir esta cantidad en (6), hemos demostrado que
1
1

& o
——Sen

= . (7)
dx g 2= r'?.
cos0=0, sen?x+cos?=1 cos? =1-sen?x cosy = V1 —sen2x x= seny
' ' d 1 1
ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. Sen_ x —_ — 10/23/2017

d V1—x2

ANl




d _, I du
SEI I

dx B \/1 — 2 dx’
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AL oMY Derivada del seno inverso

Diferencie y = sen ' 5x.
Solucion Con 4 = 5x, por la primera formula en (14) tenemos

dv
v _ ds. . 3

dx /1 — (5x)? dx V1 — 2522
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1
sen"'x

Solucion: yzser: R (sen x')- de ahi que: Z“ -di(sen S =—{senx)” ——-(sen 't)=
_ x dx

Ejemplo 1: Derive y=

(sen r)’ \/l_x
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Tangente nversa:




A3 e Derivada de la tangente inversa
Diferencie y = tan~'\/2x + 1.

Solucion Con u = V2x + 1, por la primera féormula en (15) tenemos

dy 1 d "
== «—(2x 1)
dx yu-n+1ydﬁ )
1 1 ~1/2
— s + .
1+ @2x+ 1) 2(2x D -
1

(2x + 2)V2x + 1
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Secante inversa:

d .. -1
—sec 'x =

1
dx \x\\/x2 -1




A3 |JXe A Derivada de la secante inversa

. . — 2
Diferencie y = sec” ' x°.

Solucién Para x> > 1 > 0, por la primera férmula en (16) tenemos

= o i
dx |x2l\ /(x2)2 =
_ 2x _ 2 a7
g — | é 3>-x 2Vxr—1 xVx*—-1

-3 -2 - |

FIGURA 373 Grifica de la fun- Con ayuda de un dispositivo para graficar obtenemos la grafica de y = sec | X que se mues-

cién en el ejemplo 6 tra en la FIGURA 3.7.3. Observe que (17) proporciona una pendiente positiva para x > 1 y una

negativa para x < —1. O
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I

Teorema 3.7.5  Funciones trigonométricas inversas

St u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces

d

is.en—' u = l = 4 i i
dx \/l_uzdx’ dx \/l_u?-dx'
L 7 T i d g .

dx 1 4+ g2 dx’ dx 14 g2dx
i%ec" .= l o d CBE = = i
dx |u|\/u2_ l dx’ dx Iul\/uz_ l dx
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Algunas caracteristicas de las formulas de derivacion de las funciones trigonométricas in-

versas, asi como de su escritura, son:

a) Todas son una fraccion cuyo numerador es la derivada del argumento.

b) Las cofunciones son iguales, diferenciadas solamente de un signo negativo, es decrr,

la formula del arco seno es igual a la del arco coseno, solamente aue esta Gltima es
negativa; la formula de la arco tangente es igual a la de la arco cormangente, siendo
eésta (ltima negativa. Y algo semejante sucede con la arco secante y la arco cose-
cante.

El simbolo de una funcion trigonomeétrica inversa, por ejemplo del seno inverso, de-

be ser arc sen, que se lee “arco seno” y significa “seno cuyo arco es”, es decir, “seno
cuyo angulo es”, ya que el arco en una circunferencia es 1gual al angulo central que

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T. 10/23/2017



SAS Nl l Recta tangente

.- » 2 -l I
Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = x" cos  xenx = —3.

Solucion Por la regla del producto y la segunda féormula en (14):

, | =
) = x-’-( = | + 2x cos M
\VE Bt
Puesto que cos”'(—3) = 2#7/3, al evaluar las dos funciones fy f’ en x = —3 obtenemos:
1 - | =]
_2_ «— ¢l punto de tangencia es (—3—. :)
1 2T _ - | x
5 - e e « la pendiente de la tangente en (—f.f) €S =7\3 ]
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FIGURA 3.7.4 Recta tangente en el
ejemplo 7

o

Por la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, la ecuacion sin simplificar de la

recta tangente es
=8 2v3 3N T2/

Puesto que el dominio de cos ' x es el intervalo [—1, 1], el dominio de fes [—1, 1]. El
rango correspondiente es [0, 7]. La FIGURA 3.7.4 se obtuvo con ayuda de un dispositivo para
graficar. &=
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B Derivadas de orden superior Por medio de diferenciacion implicita determinamos dy/dx.
Al diferenciar dy/dx con respecto a x obtenemos la segunda derivada dzy/dxz. Si la primera
derivada contiene a y, entonces dz_v/dx2 de nuevo contiene el simbolo dy/dx; esa cantidad
puede eliminarse al sustituir su valor conocido. El siguiente ejemplo ilustra el método.

AT l:8 Segunda derivada

Encuentre dy/dx* si x* + y* = 4.
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A" eIy Reglas de la cadena y del producto

Encuentre dy/dx si sen y = y cos 2x.

Solucion Por la regla de la cadena y la regla del producto obtenemos

d d
dxseny = dxycos?.x
dy dy
cosy-a= y(—sen2x-2) + cost-E

Ci ,
(cosy — cos Zx)ay = —2ysen 2x

dy 2y sen 2x

dx COSy — COS 2x

ELABORO MSc. EFREN GIRALDO T.
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DERIVACION DE FUNCIONES
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS




Teorema 3.8.1 Derivadas de funciones exponenciales

Si u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces

d . __ _du
dx ¢ © dx’
y . b" = b"(In b) —

dx dx’

(14)

(15)




Teorema 3.9.1 Derivadas de funciones logaritmicas

St u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces

d, . _1du
dx u dx’
d b e | du
Y dc °° u(ln b) dx’

(3)

(4)




Derivacion logaritmica

asicamente se trata de sacar primero en una ecuacion que no
es logaritmica, el logaritmo a ambos lados, con lo cual la
volvemos logaritmica y generalmente se simplifica.

A partir de alli, se obtiene la derivada implicita de una manera
mas facil que si lo hiciéramos con la ecuacion original.
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Pasos en la derivacion logaritmica

1. Tomar logaritmos naturales de ambos lados de una ecuacién y = f(x) y utilizar
las leyes de los logaritmos para simplificar.

2. Derivar implicitamente respecto a x.

3. Resolver la ecuacion resultante para y'.
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2 Derivacion logaritmica

Con frecuencia, el cdlculo de derivadas de funciones complicadas que comprenden pro-
ductos, cocientes o potencias puede simplificarse tomando logaritmos. El método que se
aplica en el ejemplo siguiente se llama derivacion logaritmica.
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Recordando que se pasa facilmente de funcion exponencial a
logaritmica y viceversa:
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A" d Diferenciacion logaritmica

Diferencie y = x¥*. x > 0.




AKX M0 Diferenciacion logaritmica

Diferencie y = x¥*, x > 0.

Solucion Al tomar el logaritmo natural de ambos miembros de la ecuacion dada y simplifi-
car obtenemos

.) b, .”) - 1 '\v"l: 16
VE e Vx In x. < propiedad ii7) de las leyes de

Iny=1Inx : . :
Y los logaritmos. Seccién 1.6

Luego se diferencia implicitamente en ambos lados

1 d | I .
12 =Vx-—+=-x".Inx < regla del producto

y dx X " 2
& y l + n x l tit v
e < ahora se sustituye y por x"*
dc “|Vx 2Vx .
| st P S
_ L VX=3 . denominador comun Y
2 A (2 + Inx). - leyes de los exponentes

\\



A" JKe R B Diferenciacion logaritmica

Vat + 6x2(8x + 3)°

Encuentre la derivada de v = - =
(2x* + 7)7-

u
1n;=|nu—hv




A" KoM} Diferenciacion logaritmica

3/ 4 2 5
Vx + 6x°(8x + 3) nt= lnu-Inv
2x% + 7)%3 ’

Encuentre la derivada de y =

Solucion Observe que la funcién dada no contiene logaritmos. Entonces podemos encontrar
dy/dx usando una aplicacién ordinaria de las reglas del cociente, del producto y de potencias.
Este procedimiento, que es tedioso, puede evitarse al tomar primero el logaritmo de ambos
miembros de la ecuacion dada, simplificar como se hizo en el ejemplo con las leyes de los
logaritmos y luego diferenciar implicitamente. Se toma el logaritmo de ambos miembros de la
ecuacion dada y se simplifica el miembro derecho:
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Va* + 6x2(8x + 3)°

Iny=1In
4 Q% P
= InVx* + 6x> + In(8x + 3)° — In(2x* + 7)*7
= %ln(x“ + 6x%) + 5 In(8x + 3) — %mmz + 7).
Al diferenciar la altima linea con respecto a x obtenemos
14y _1 1 3 1 2 1
yide 3 A2 (4x° + 12x) + 5 8x+38 32.x2+74x
d}’_v[:4x3+12x+ 40 8x ] W o
R e — <« ampos 1ados S€ muttipncan pory
dr T30t +6x2) 8x+3 322+ 7) —
s \3/1’4 + 6x2(8x + 3)5 4x3 + 12x g 40 _ 8x " V se su.st_i(uy? por la
= (2x2 N 7)2/3 3(1‘4 ¥ 6x2) 8x + 3 3(2.1’2 + 7) . ¥ expresion original

\\




x4 /x2 + 1

EEEEER Derive y — XY

SOLUCION Tome logaritmos de ambos miembros de la ecuacién y aplique las leyes
de los logaritmos. para simplificar:

Iny=3Inx +3In(x2+ 1) — 5In(3x + 2)
Al denvar implicitamente respecto a x. resulta que

ld)'_3.l+l. 2x e 3
v dx 4 x 2 x*+1 = 3x+ 2

Al resolver para dy/dx. obtenemos

dy ; 3 . x - 15
dx “\ 4x xZ 41 3x + 2

Puesto que tenemos una expresion explicita para y. podemos sustituir y escribir

dy: x28&Gx2A+T1 [ 3 . x . 15
4x S e )

dx  (Bx + 2)° 3x + 2
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