| a recta tangente y la derivada

Memorizar terminos matematicos y no tener la minima idea de lo que
ignifican, es equivalente a no saberlos..”

“Las matematicas no se memorizan... se deben razonar!!”



SMIVISION: Tender a ser un ser lbmane completo la
entrega, la tansparencia, la simplicidad o la persistencia.

M) MISION: Entrega a la Voluntad Suprema.

‘ < Servirn a las personas. /
\

-\
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LARECTA TANGENTE




Recta I
tangente
en P,

FIGUHA 2.7.1 La recta tangente L. toca un circulo en el punto P

1za recuerde del estudio de geometria plana que una tangente a un circulo es una
ecta L que corta, o toca, al circulo exactamente en un punto P.
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Recta secante

“es una recta que
intersecta a una curva
en dos,puntos”
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En términos muy simples la pendiente de una recta es
un valor numeérico que representa la inclinacion de dicha recta

Muy sencillo de obtener si
tienes dos puntos sobre una rectal
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m,.. - S 4 aue el nuntos

I tan ________ A ________ Q_?bs_e_wg__q_u_efs___el__pju.n.’r.o..

T~ XGY,)

5 | 5 : ~ Cada vez se acerca
A Ve S ~mdsalpunto

X1 """ 1) """"" --------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

____________________________________________________________________________________________________________________________________________

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T.

4/4/2018



______________ -z Ahora comoexpresarel
: : : : ' -comportamiento anterior

__________________________

€n ter;mlnos matematlcqs?

______________________________________________________________________________________________________________
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\VERRPV

Y2 — V1
X2 — X1
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Q(x; , f(x2))

_ Y2=y1_ f(x2)—f(x1)
X2—X1 X2—X1

m

4 &

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/4/2018




.

70 X X1<—§— <+,

0S que x, tienda a x; , entonces Q tendera a P a lo largo de la grafica. La
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P y Q tendera gradualmente a
la pendiente de la recta tangente se acerca a tangente en P, a medida que x, se
agerca x.

_ Y2=y1_ f(x2)—f(x1)
X2—X1 X2—X1

En el limite, la ecuacion m

f(x2) — f(x1)

se convierte en lim ( )
X2—X1 xz — xl




St hacemos h = x, — x¢, entonces x,=x; + h,y h—~ 0 a medida
X, — Xxq1 .Podemos reescribir el limite como:

f(x1+ h)— f(xq1)

1
h—0 h

Miang

Cuando el limite existe, su valor m.,,, es la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f en el punto P(x¢, y1).
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] - fla+h) - f@

h—0 h

Sl x
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Definicion 2.7.1 Recta tangente con pendiente

Sea y = f(x) continua en el namero a. Si el limite

_ fla + h) — fla)
o = iy =

(2)

existe, entonces la recta tangente a la grafica de f en (a, f(a)) es la recta que pasa por el

punto (a, f(a)) con pendiente m,,,.
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Justo como muchos de los problemas analizados antes en este capitulo, observe que el
limite en (2) tiene la forma indeterminada 0/0 cuando h — 0.
Si el limite en (2) existe, el nimero my,, también se denomina pendiente de la curva

y = f(x) en (a, f(a))
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Directrices para calcular (2)

Evaluar f(a) y fla + h).
Evaluar la diferencia f(a + h) — f(a). Simplificar.
Simplificar el cociente diferencial

fla + h) — f(a)
h '

Calcular el limite del cociente diferencial

. fla+ h)— fla)
lim :

h—0 h
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A3\ |Jle Rl El proceso de cuatro pasos

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la graficade y = x

Z

Encuentre una ecuacion de la recta tangente cuya pendiente se hallé en el ejemplo 1.

2

+2enx=1.

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/4/2018




y=2x+1
yv=x+2 ¥4

'/II:--—J:

o/

Ao El proceso de cuatro pasos

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de y = x> + 2 enx = 1.

Solucion El procedimiento de cuatro pasos presentado antes se usa con el numero | en lugar
del simbolo a. £(1)

i) El paso inicial es el calculo de f(1) y f(1 + h). Se tiene f(1) = 124+ 2 =3, y
fla+h) —— f0+h=0+h*+2
= (1 +2h + h*) + 2
=3+ 2h + W
ii) Luego, por el resultado en el paso precedente, la diferencia es:
fA+h)-fA1) —» fA+h—f1)=3+2h+h -3

= 2h + I
= h(2 + h). < observe el factor de h




J(1 +h) — f(1)

1i1) Ahora, el calculo del cociente diferencial 2
De nuevo, se usan los resultados del paso precedente:

f(1+h) —f1) hQ@2+h
h ~ h

iv) Ahora el ultimo paso es facil. Se observa que el limite en (2) es
por el paso precedente

l |
.|_ -
li’mﬂl h) ~ ji) =1lim@2 + h) = 2.
h—0 h h—0

es directo.

= 2 4+ h. < las h se cancelan

1

La pendiente de la recta tangente a la curva y=x2+2en el puno P(1,3) es 2 sl




y=2x+1

y —y1 = m(x-xq)

FIGURA 2.7.5 Recta tangente en el ejemplo 2

/

N3\ [JXe MY Ecuacion de la recta tangente

Encuentre una ecuacion de la recta tangente cuya pendiente se hallé en el ejemplo 1.

Solucion Se conocen el punto de tangencia (1, 3) y la pendiente m,,, = 2, de modo que por
la ecuacion punto-pendiente de una recta se encuentra

y—3=2x—1) o bien, y=2x + 1.
Observe que la ultima ecuacion es consistente con las intersecciones x y y de la recta roja en
la FIGURA 2.7.5. ]




A" KoY Ecuacion de la recta tangente

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la grifica de f(x) = 2/x en x = 2.
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A" [ Nelkd Ecuacion de la recta tangente

Encuentre una ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) = 2/x en x = 2.

Solucion Se empieza por usar (2) para encontrar m,,, con a identificada como 2. En el
segundo de los cuatro pasos es necesario combinar dos fracciones simbolicas por medio de un
comun denominador.

i) Se tiene f(2) =2/2 =1y f(2 + h) = 2/(2 + h).

. 2
) f@+h—=f@) =551
= - —_ l 2+h <«— un comin denominador es 2 + h
2+h 1 2+ h
_2—=2—h
2+ h
—h

= . aqui estd el factor de h




(i) El altimo resultado debe dividirse entre h o, mas precisamente, entre T Se invierte

. 1
y multiplica por X

—h
fQ+m—-f2 2+h_ —-h 1 _ -1
h h ~2+h h 24Kk
1

«— las h se cancelan

iv) Por (2), m,, es

IO () el (¢ N W
Mhan = L0 h 02 +h 2
Como f(2) = 1, el punto de tangencia es (2, 1) y la pendiente de la recta tangente en (2, 1)
es My, = —%. Con base en la ecuacion punto-pendiente de una recta, la recta tangente es
—lzl(x—Z) 0 :—lx+2
Y 2 y— ot s
Las grificas de y = 2/x y la recta tangente en (2, 1) se muestran en la FIGURA 2.76. |
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Punto de tangencia

(2, 1)

s ol ¥
La pendiente es my,, = —

b | =

FIGURA 276 Recta tangente en

el ejemplo 3
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Aoy Pendiente de una recta tangente

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) = Vx — lenx = 5.
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fy=vx—1 (2
A" lN:Y Pendiente de una recta tangente

Encuentre la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) = Vx — Il enx = 5.
Solucion Al sustituir @ por 5 en (2) se tiene:
D f)=V5—-1=V4a=2,y
f6+hH=V5+h—1=V4+h

if) La diferencia es
5+ h —f(5)=v4+ h—2

Debido a que se espera encontrar un factor de h en esta diferencia, procedemos a
racionalizar el numerador:

VA+h—2 Va+h+2

f5 + 1) = f5) = = e
@4+ h)—4
Vd+h+2

h «— ¢éste es el factor de h

Va+h+2




JO+hm =70

iif) Asi, el cociente diferencial 7

5.

h

JO+h —f5) ~V4+h+2
h h

h
h(v4 + h + 2)

1
Va+h+2

(v) EIl limite en (2) es

JO+h) =)

My, = lim = lim

I 1 1
=0 h S04 +h+2 Va+2 4

La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) = Vx — 1 en (3, 2) es ﬁ. ]
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Ejemplo 1
Encuentra la pendiente de |la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = =*
en el punto (2, 8).

Como (xg, wp) = (2, 8), alusar la formula de la pendiente de la recta tangente
Mlgan — lirn fl:.I'.:] - h-} f':I[J::"
(D .
obtenemos:
Mtan — 11m f(2 + h) f(2)
h—0
. (R® +6R%? +12h +8) — 8
= lim
h—0 h
. h3® 4+ 6R% + 12
= lim
h h

= lim (h® + 6k + 12)
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Definicion 2.7.2 Velocidad instantinea

) = lim
v(fo) At—D

siempre que el limite exista.

en funcién del tiempo

Sea f = f(t) una funcion que proporciona la posicion de un objeto que se mueve en linea
recta. Entonces la velocidad instantanea en el instante t = t; es

[ty + A1) = (1y) Af (8)

At

= lim —
Ar—0 _{".f?
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|_a derivada
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flc+h) = f(x)

x x+h

B Introduccion En la dltima seccion del capitulo 2 vimos que la recta tangente a una grafica
de una funcion y = f(x) es la recta_que pasa por el punto (a. f(a)) con pendiente dada por

> .. fla+h —fla)
Mgy = 1M h

siempre que el limite exista. Para muchas Tunciones suele ser posible obtener una formula
general que proporcione el valor de la pendiente de la recta tangente. Esto se lleva a cabo al

calcular

o fix + h) = f(x)
lim

h—0 h

(1)

para cualquier x (para la que existe el limite). Luego sustituimos un valor de x después que
se ha encontrado el limite.

W \



B Una definicion El limite del cociente de la diferencia en (1) define una funcion: una fun-
cion que se deriva de la funcion original y = f(x). Esta nueva funcion se denomina funcion
derivada, o simplemente la derivada, de f y se denota por f'.
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fx+h) = f(x)

Definicion 3.1.1 Derivada

La derivada de una funcion y = f(x) en x esta dada por

f'(x) = li'mﬂI th = J

h—0 h

siempre que el limite exista.
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A5V [HTeBNE Una derivada

B Encuentre la derivada de f(x) = x? + 2. ]

Solucion Asi como en el calculo de my,, en la seccion 2.7, el proceso de encontrar la deri-
vada f'(x) consta de cuatro pasos:

) fo+h =x+h?*+2=x>+2xh+ h*+ 2
i) fo+h) —fx)=[x*+2xh+h*+2] —x*—=2=h2x+ h)
fx + h) — flx) B h(2x + h)

1i1) h 7 = 2x + h < las h se cancelan
x+ h)— flx
v) lfmf( )~ /&) = lim[2x + h] = 2x.
h—0 h h—0

Por el paso iv) vemos que la derivada de f(x) = x2+2 es[f'(x) = Zr]

Observe que el resultado m,, = 2 en el ejemplo 1 de la seccion 2.7 se obtiene al evaluar
B ]a derivada f'(x) = 2x enx = 1, es decir,lf'(l) = 2. I 0
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A" [Xeld Valor de la derivada

WM Para f(x) = x* + 2, encuentre f'(—2), '(0), f'(3) y £(1). Interprete. B

Solucion Por el ejemplo 1 sabemos que la derivada es f'(x) = 2x. Por tanto,

f(—2)=6 «— el punto de tangencia es (—2, 6)
enx = —2,

[
fl'(I‘:' — E,I f(—=2)=—-4 . 1 pendiente de la recta tangente en (—2, 6) es m = —4
f(0)y =2 «— el punto de tangencia es (0, 2)
enx = 0, G _
f(0)=20 «— la pendiente de la recta tangente en (0, 2) es m = 0

] Para hallar la pendiente de la recta o derivada de esa funcion en cualquier otro punto,
simplemente evaluo la nueva funcion f’ en esos puntos.
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Al [Zeld Valor de la derivada

B Paraf(x) = x* + 2, encuentre f(—2), f(0), f'(3) y £(1). Interprete.

Solucion Por el ejemplo 1 sabemos que la derivada es f'(x) = 2x. Por tanto,

f)=x"+2, enx=-2, f(-2)=6

f'(x) = 2x.

en x =

fo)=x'+2 enx=0, f(0)=2

f'(x) = 2.

Para hallar la pendiente de la recta o derivada de esa funcion en cualquier otro punto, simplemente evallo la

enx = —2, f(0)=0

nueva funcién T’ en esos puntos.

\

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T.

« el punto de tangencia es (—2, 6)

« el punto de tangencia es (0, 2)

« la pendiente de la recta tangente en (0, 2) es m = 0

f
-2, f(=2)=-4 1 pendiente de la recta tangente en (—2, 6) es m = —4
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B Valor de una derivada El valor de la derivada en un nimero a se denota por los simbolos

! }I r
= fl@, —-| . y(@. Dy

r=a

Xx=id

Por el ejemplo 6, el valor de la derivada de y = Vx en, por ejemplo, x = 9 se escribe

dy| 1 1
dX |z=0 2Vx|i=0 0
En forma alterna, para evitar la torpe barra vertical, simplemente escribimos y'(9) = &. ]
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da. > _ d3_,2 d ~_ 1
-:ix(I + 2) = 2x, nixI = 3x dxxx—zﬁ
El simbolo
o d
entonces significa y.
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fix) = 1i'mﬂI +h = J0)

h—0 h

B Diferenciabilidad Si el limite en (2) existe para un nimero x dado en el dominio de f, se
dice que la funcion es diferenciable en x. Si una funcion f es diferenciable en todo nimero x
en los intervalos abiertos (a, b), (—oo, b) y (a, ©0), entonces [ es diferenciable sobre el inter-
valo abierto. Si f es diferenciable sobre (—oo, 00), entonces se dice que f es diferenciable en

todas partes.
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|

Se dice que una funcion f es diferenciable sobre un intervalo cerrado |[a, b|

cuando f es diferenciable sobre el intervalo abierto (a, b), y
., fla+h) —fla)
J+@) = hll}'}]]+ h |
f(b + h) = f(b) [4]
O = Jip™—

ambos existen. Los limites en (4) se denominan derivadas por la derecha y por la izquierda.
respectivamente.
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Diferenciabilidad

a) La funcion f(x) = x* + 2 es diferenciable para todos los nameros reales x; es decir,
el dominio de f'(x) = 2x es (—o0, 00).

b) Debido a que f(x) = 1/x es discontinua en x = 0, f no es diferenciable en x = 0 y
en consecuencia no es diferenciable sobre cualquier intervalo que contenga 0. N
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B Donde fno es diferenciable Una funcién no tiene derivada en x = a si 0

1) la funcion es discontinua en x = a, o
i1) la grafica de f tiene un pico en (a, f(a)).

Ademas, puesto que la derivada proporciona la pendiente, f no es diferenciable

{il) en un punto (a. f(a)) en el cual la recta tangente es vertical.

El dominio de la derivada f', definido por (2), es el conjunto de nimeros x para los cuales el
limite existe. Por tanto, el dominio de f’ necesariamente es un subconjunto del dominio de f.
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Teorema 3.2.1 Regla de potencias

Para cualquier numero real n,

—x" ="t (3)
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Teorema 322 Regla de la funcion constante

51 f(x) = ¢ es una funcion constante, entonces f'(x) = 0. (4)

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T. 4/4/2018




|

Teorema 3.2.3 Regla de la multiplicacion por constante

d o
o cf(x) = cf'(x).

S1 ¢ es cualquier constante y f es diferenciable en x, entonces cf es diferenciable en x, y

(J)

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T.
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Teorema 3.2.4 Reclas de suma v diferencia

S1fy g son diferenciables en x, entonces f + g y f — g son diferenciables en x, y

—Iﬂr + g)] =) + g, (6)

—[ﬂt}—g )] = fix) — g'(x). (7)
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A]3\" [JTelW'® Recta tangente

correspondiente a x = —1.

Solucion Por la regla de la suma,

fi(x) =3@4x% +23x%) — 7(1) = 1233 + 6x2 — 7.

Cuando las fy f' se evalian en el mismo ntiimero x = — 1, obtenemos
f(—=1)=28 <« ¢l punto de tangencia es (—1, 8)
F — ‘% . y
f(—=1)=—13. «— la pendiente de la tangente en (—1, 8) es —13

Con la ecuacion punto-pendiente obtenemos una ecuacion de la recta tangente

y—8=—13(x—(—1)) obien, y= —13x—25.

ELABOROA MS.c EFREN GIRALDO T.

Encuentre una ecuacioén de una recta tangente a la gréfica f(x) = 3x* + 2x° — 7x en el punto
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m Volver a escribir los terminos de una funcion

Diferencie y = 4Vx + 8_6 + 10.
X Ny
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1T y=—x 437 +2

1 1 2 3
FIGURA 3.2.3 Grifica de la

funcién en el ejemplo 6

/

A" el Tangentes horizontales

Encuentre los puntos sobre la grifica de f(x) = —x° + 3x* + 2 donde la recta tangente es hori-
zontal.

Solucion En un punto (x, f(x)) sobre la grafica de f donde la tangente es horizontal, debe-
mos tener f'(x) = 0. La derivada de fes f'(x) = —3x> + 6x y las soluciones de f'(x) = —3x°
+6x =00 —3x(x —2)=0son x =0 vy x = 2. Asi, los puntos correspondientes son
(0, 7(0)) = (0, 2) v (2, f(2)) = (2, 6). Vea la FIGURA 3.23. ]

Y\



YA

tangente

il (1. 1)
y=x’

I ;,v I = X

FIGURA 3.24 Recta normal en el

/ ejemplo 7

A" [ZNeMWA Ecuacion de una recta normal a la recta tangente en x=1

Encuentre una ecuacion de la recta normal a la grafica de y = x“enx = l.

Solucién Puesto que dy/dx = 2x, sabemos que my,, = 2 en (1, 1). Por tanto, la pendiente
de la recta normal que se muestra en verde en la FIGURA 3.2.4 es el negativo reciproco de la pen-
diente de la recta tangente; es decir, m = —%. Por la forma punto-pendiente de la ecuacion de
la recta, entonces una ecuacion de la recta normal es

y— 1= —%(x— 1) obien, y=-——x+ . [

W\



Derivadas de orden superior

B Derivadas de orden superior Hemos visto que la derivada f'(x) es una funcién derivada de
y = f(x). Al diferenciar la primera derivada obtenemos otra funcion denominada segunda deri-
vada, que se denota por f"(x). En términos del simbolo de operacion d/dx, la segunda de-

rivada con respecto a x la definimos como la funcion que se obtiene al diferenciar dos veces
consecutivas a y = f(x):

d ()
dx \dx/
La segunda derivada suele denotarse por los simbolos
., ., dl\; d?
(x), y", dri dng(x), D*, D2

\\



Segunda derivada
I

Encuentre la segunda derivada de y = —.

X

Solucién Primero se simplifica la ecuacion al escribirla como y = x°. Luego. por la regla
de potencias (3) tenemos
dy

- _ 2.+ 4
i 3x .

La segunda derivada se obtiene al diferenciar la primera derivada

dy d . _ s 12
il =347 = 127 = e O
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Teorema 3.3.1 Regla del producto

Si f v g son funciones diferenciables en x, entonces fg es diferenciable en x, y

L8] = FD)g) + ) () G)

derivada de una primera funcion por una segunda es igual a la primera por la
erivada de la segunda mas la segunda por la derivada de la primera.
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Teorema 3.3.2 Regla del cociente

Si fy g son funciones diferenciables en x y g(x) # 0, entonces f/g es diferenciable en x, y

d [fix)} _ 8Wf'(x) — f)g'(x)
dx | g(x) [g(0)]’ |

(4)

La derivada de un cociente es igual al denominador por derivada del
numerador menos el numerador por la derivada del denominador, todo
sobre el denominador al cuadrado.
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