Continuidad




SMIVISION: Tender a ser un ser lbmane completo la
entrega, la tansparencia, la simplicidad o la persistencia.

M) MISION: Entrega a la Voluntad Suprema.

‘ < Servirn a las personas. /
\

-\
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Intuitivamente, la continuidad significa que un pequeno cambio en la
ariable x implica un pequefio cambio en el valor de f(x), es decir, la
rafica consiste de un solo trozo de curva. Si se dibujara la curva lo
driamos hacer sin retirar en ningun momento el lapiz del papel. <=
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En/ contraste, una grafica como esta, c'b""n,,,__s_.iste de pedazos de curva
s¢gparados por un vacio en x=0, implica que exhibe alli una
Iscontinuidad, un salto.
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a) lim f(x) no existe

X—+a

y f(a) no estd
definida

lim f(x) =7

XxX—a

b) lim f(x) no existe

X—da

pero f(a) estd
definida

FIGURA 2.3.1 Cuatro ejemplos de f no continua en a
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lim f(x) = L,

XxX—a

YA

Ll L

1

c) lim f(x) exjiste

X—*da
pero f(a) no estd

definida

lim f(x)

XxX—a

YA

d)lim f(x) existe,

X—rd

f(a) estd definida,
pero lim f(x) # f(a)
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Definicion 2.3.1 Continuidad en a

Se dice que una funcion f es continua en un namero a si cumple las 3 condiciones siguientes:

i) f(a) esta definido, (i) lim f(x) existe y iii) lim f(x) = f(a).

T=rid X=rd

Si alguna de las condiciones en la definicion 2.3.1 no se cumple, entonces se dice que [
es discontinua en el numero a.
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Continuidad por la izquierda en un punto de abscisa @

Una funcion f(x) es continua por la izquierda en el punto
a si existe f(a) y limm.5-f(x) = f(a).
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Continuidad por la derecha en un punto de abscisa a

Una funcion f(x) es continua por la derecha en el punto @
si existe f(a) y limy= 5. f(Xx) = f(a).
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®» Por tanto, las condiciones para continuidad en un punto a son:

e / N

1. La funcion debe de estar definida en el punto en cuestion.
2. Debe tener limite en ese punto por los dos lados.
3. El valor obtenido en 1 debe de ser igual al obtenido en 2.
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Determine si cada una de las siguientes funciones es continua en 1.

3 — 1 131

a) fx) ="— F)="5

Solucion
a) fes discontinua en 1 puesto que al sustituir x = | en la funcion se obtiene 0/0. Se
afirma que /(1) no estd definida, de modo que se viola la primera condicién de con-
tinuidad en la definicion 2.3.1.

0
0
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=1

x—1

f (X)= miremos si f(1) existe o esta definido

f(1) se define en la funcion original (tal cual) sin transformatr.

13-1 0 y , .
(1)= — b —la funcidn no esta definidaen x = 1.
La funcion no esta definida en x =1, por tanto no cumple la primera

condicion.
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Funcidn anterior corregida

Determine s1 la siguiente funcion es continua en 1.

x> — 1 . x = 1
g(x) = x — 1
{2='-:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::f?s? ...... = 1— g(1)=2—-pP(1,2)
b) Debido a que g estd definida en 1";"'é.§"'&ecir, g(1) = 2, a continuacion se determina si
lim g(x) existe. Por o Recuerde

x—1 , de dlgebra que
(x— D +x+ 1) 2 =@ S (g — b
i =l I a B (a’? )

i'lﬂ x| anec+ e+ D @ +a+w

concluimos que li'n} g(x) existe y es igual a 3.

X—

Note que la funcion en x = 1 es un punto de coordenadas P(1,2)
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1. g(1)=2
2. limlg(x) — 3 El'limite existe (es 3)
X >

cumplen las condiciones 1y 2.

Ahora, si comparo los valores de 1. y 2. son diferentes.

El limite de g(x) = 3 noesigual a g(1) = 2 que es la condicion 3.
Por tanto, la funcion no es continua en P(1,2).
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Funcion nuevamente corregida

Determine siguiente funcion es continua en 1.

(3 — 1
ho ={ x—1° X # l*
3, - x=1— P@1,3)
h(1)?
h(1l) =3

Por los analisis anteriores y con la nueva definicion en x=1 — h(x)= 3
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7. h(1) =3

3 — x— Dx*+x + 1
lim® =L — 1im X ) _ HmG2 +x+ 1) = 3
J:-H.I_l x—1 .I_l x—]

2. lim g(x) =3
x—1
3. h(1) =3 esiguala limg(x)=3, lafuncion es continua.
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v=Ffx) | \

Solucion Primero, observe que f(2) esta definida y es igual a 5. Luego, por

lim f(x) = lim x? =@
Segundo:{*":—“2 / x—2

Y S0 = Jim (=¥ + 6) =

implica J!l_I}IE] f(x) =@

\ Tercero: f(2)25 #  limfx) =4 No hay continvidad b




Discontinuidad removible

B xi—1
}'].2 .} x—1 - (x2_1) :(X'l'l)(.?/l)
lim f(x) =2 / lim £() =1 o1 X =1 A1)
S 1
--'r/‘;‘/-'*::px = x+1=14+1=2..._ \
1

a) No es continua en |

° S{ lim £(x) Existe]pem fno estd definidaenx = aof (ﬁj“i_“m f(x), entonces se dice

que f tiene una discontinuidad removible en a.

Por ejemplo, la funcién f(x) = (x* — 1)/(x — 1) no esta definida en x = 1 pero 11’11} flx) = 2.

Si el limite existe en a y hay un hueco en a, o la funcion presenta dos valores
diferentes de limites en a, se tiene una discontinuidad que se puede remover.



Removiendo el hueco o la discontinuidad: se redefine el dominio y rango

, LY |
}f + x? - x#1

— ;E::-—x — ;II‘:»J: \

FIGURA 236 b)Continuaen 1 Discontinuidad removible en x = 1

/

Al definir f(1) = 2, la nueva funcion

(2

x—1
fo={x-1 *7"

k2, —x =1 P(1,2)

es continua en todas partes. Vea la FIGURA 2.36.
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En ocasiones es importante analizar el intervalo de una funcion, aunque fuera del intervalo la funcién no sea continua.

YA

L /

!

Y

fla)---—- | -

. I |

l [

1 1 FI
i c b
|
/ FIGURA 2.3.7 Una funcién continua f asume todos los valores entre fla) v fib)

Definicion 2.3.2 Continuidad sobre un intervalo

Una funcion f es continua

() sobre un intervalo abierto (a, b) si es[mntinua en todo numero en el intervalﬂ:] y
11) sobre un intervalo cerrado [a. b] s1 es continua en (a. b) y. ademas.

lim f(x) = f(b) y lim f(x) = f(a)

x—bh x—»at




- - - -, 1 - .
Analizar la continuidad de la funcion y= 7= ©n el intervalo abierto

y la funcion no estar definida). Se puede acercar tanto como Se quiera a -1y a 1, pero sin tomar ninguno de
Es continua en el intervalo (-1,1) aunque el limite en los extremos es oo, no existe.

ma el intervalo cerrado [—1,1] ya no es continua porque la funcion no incluye los puntos extremos -1 y 1en
10 y en el rango y ademas no existe el limite en los extremos.
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En cambio, la funcion de esta grafica, corresponde a un intervalo cerrado
|—1,1], pues toma los valores extremos -1 y 1.y el limite para ambos extremos
existe y es igual a 0. Note que mientras x tiende a 1, la funcion tiende a 0 y
mientras tiende a -1 el limite es también O .
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f(x) = V1 — x* es continua sobre [—1, 1]. Observe por la figura 2.3.4b) que
Jim, () = f(=1) = 0y lim fx) = f(1) = 0.
f(x) = Vx — 1 es continua sobre el intervalo no acotado |1, 00), ya que

Iim f(x) = Vli'_l}lg['x — 1) = Va— 1= fla),

X—ra

para cualquier numero real a que cumpla a > 1, y f es continua por la derecha en 1
puesto que

lim Vx — 1 = f(1) = 0.

i1
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Discontinuidad infinita co: si presenta asintotas verticales

00
YA

lim f(x)|=
x—a |
— :4—

lim f(x) = o
x-a*t

¥

a
|
|

> X

FIGURA 2.3.1  a)lim f(x) no existe vy f(a) no esta

I—a

defimida

B Terminologia Una discontinuidad de una funcién fa menudo se denomina de manera especial.

Si|lx = a es una asintota vertical| para la grafica de y = f(x), entonces se dice que f

tiene una discontinuidad infinita en a.

La figura 2.3.1a) ilustra una funcion con una discontinuidad infinita en a.
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Discontinuidad finita o tipo salto: si tiene dos limites cuando x tiende a un mismo valor

YA

FIGURA 235 Discontinuidad tipo

salto en x = 0
A —. Los dos limites por los 2 lados deben se diferentes

« Si|lim f(x) = L, y llm f{x) = IL» v Ly # L,,|entonces se dice que [ tiene una

X=wdd™

discontinuidad finita o una discontinuidad de tipo salto en a.

La funcion v = f(x) dada en la FIGURA 2.35 tiene una discontinuidad de tipo salto en 0, puesto
que lfl:[]"j_ f(x) = —1y lilgf{.:-:) = 1. '

te que la funcion no toma los valores 1y -1. Cuando x tiende a 0 (0™) por la izquierda

el¥g\ tiende a -1 y cuando x tiende a 0 (0*) por la derecha, ellatiende a 1. 41212018
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Si la funcion tiene 2 valores diferentes de limites para un
mismo valor a de x, presenta una discontinuidad tipo salto.

En realidad lo que quiere decir lo anterior, es que si cierta funcion
tiene un limite por un lado (por debajo 0 a™) y tiene un limite diferente
por el otro-lado (por encima a™) cuando x tiende a un valor dado a, la
funcion tendra un salto.
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Teorema 2.3.1 Continuidad de una suma, un producto y un cociente

Si las funciones f v g son continuas en un numero a, entonces la suma f + g, el producto
fg y el cociente f,/:_E,' (g(a) #+ 0) son continuos en x = a.
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Continuidad de una suma, producto y cociente Cuando dos
funciones f y g son continuas en un numero a, entonces la
binacion de las funciones formadas por suma, multiplicacion
division también es continua en a. En el caso de la division f/g
es necesario, por supuesto, requerir que g(a) sea #+ 0
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