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¥ Limites en el infinito V¥

....,de donde viene esto?...
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.Cual es el valor de «?

No lo sabemos, pero sabemos que podemos
acerc/'fnos a ¢l, haciendo cada vez valores mayores.

. 1
Lo/mismo pasa con ~.

0 Unico que podemos decir es que ambos son
ndefinidos.
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http://www.disfrutalasmatematicas.com/calculo/limites-infinito.html

El infinito es una 1idea muy especial. Sabemos que no
podemos alcanzarlo, pero podemos calcular el valor de
funciones:

B pddemos acercar a infinito o, haciendo que la x
cada/ vez adquiera valores mas y mas grades y
bsgrvando que pasa con la funcion.
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Podemos hacer el analisis:

® QGraficamente
Tabulando

= Analiticamente

Sea la funcion:
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Tabulando Graficamente

X 1/x 5
1 1.00000
2 0.50000 1
4 0.25000 y= ()=~
10 0.10000
100 0.01000 X
1,000 0.00100 i ——
10,000 .00010 0 ° —1“
Vemos que cuando x crece, 1/x tiende a 0

si que en lugar de intentar calcular con infinito
(porque no sacaremos ninguna respuesta razonable),
probamos con valores de x mas y mas grandes. 1_,

(0]
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Analiticamente

Ahora tenemos una situacion interesante:

No podemos decir qué le pasa a f(x) cuando x llega a
infinitg, pero podemos observar que la funcion 1/x va
hacia/ cero, cuando x se vuelve muy grande :

1 .
— va hacia 0
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Estariamos tentados a decir que f(x) es igual a cero,
pero la verdad es que no es realmente cierto, mas vale
decir que se aproxima a cero cuando X tiende a infinito
(hacia/valores cada vez mas grandes); para evitar
probjemas los matematicos lo expresan asi:
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EJEMPLO 1 | Limites en el infinito

1 1
Encuentre lim —y lim —.

X—3»0 X X——0D0 X

SOLUCION  Observe que cuando x es grande, 1/x es pequefia. Por ejemplo,

1 1
100~ 0.01 10.000 0.0001 1.000.000 0.000001
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Se deduce que la

1
lim — = 0

X—0l X

1
lim — =0

Y——oo A

recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de la curva y = 1/x.

es una hipérbola;
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vea Figura 3.)

En realidad, al tomar x suficientemente grande, podemos hacer 1/x tan cercana a 0 como
queramos. Por lo tanto,

Un razonamiento similar muestra que cuando x es negativa grande, 1/x es negativa pequeiia,
de modo que también tenemos

(Esta
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Un problema practico

Cierto productor sabe que el coste de fabricacion de x
unidades C(x) de un determinado producto, viene dado
(en euros) por la siguiente funcion:

C(x) = 3000 + 0.6x

Y fambién que el coste por unidad c(x) (coste unitario)
esta dado por:

3000 +0.6x
c(x) =222
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https://hiciencias.wikispaces.com/file/view/Limites+de+funciones_de+d%C3%B3nde+surge+el+t%C3%A9rmino_May15.ppt

El productor quiere saber si fabricando muchas
unidades su costo unitario baja.

anto tiende a llegar el coste unitario si el
numero de unidades fabricadas es cada vez mayor?

cuanto sale cada unidad, si por ejemplo se
abrican 200 unidades?. (Y si se fabricaran 2000?

O aun mas...
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https://hiciencias.wikispaces.com/file/view/Limites+de+funciones_de+d%C3%B3nde+surge+el+t%C3%A9rmino_May15.ppt

1x es igual a 200 unidades, se tendra:

C(X) — 3000 -;((;.(?*200 S 15iGTE

S1 x es 1gual a 2000 unidades, se tendra:

3000 +0.6+2000
c(x) = 2000 =2.1 €

Para 10000 unidades:
3000 +0.6+10000

c(x) = r—— =0.9 €

Para 100000 c(x) = 0.63 €
Para 1000000 c(x) = 0.6003 €

S1 x se hace muy grande parece ser que c(x) tiende a 0.6
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sea, que se llega un punto en que el coste c(x) unitario tiende a estabilizarse en 0.6.
sto es un limite en el infinito, que nos indica a qué valor se aproxima la funcion y
ndo x crece indefinidamente. En este caso y se aproxima a 0.6 cuando x— «

) 16/03/2018
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B Limites en el infinito B
Casos gue se pueden dar:

* Un limite existe pero el otro no.

* Tanto lim f(x) como lim f(x) existen y son iguales al mismo numero.

X— —0O X—»00

* Tanto lim f(x) como lim f(x) existen pero son numeros diferentes.

X— —0o0 X—0o0
L

51 por lo menos uno de los limites existe, por ejemplo, lim f(x) = L, entonces la grafica de f

X—=00

puede hacerse arbitrariamente proxima a la recta y = L cuando x crece en la direccion positiva,
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YA YA YA

y=1
.............. ST R S
—o0 V=L ot R +00
> 1 2 > X
a) f(x) - Levandox = b) f(x) - Lcuando x — —e c) f(x) - Leuandox — -, d) f(x) - L, cuandox— —=,
f(x) = Lcuando x — f(x) = L, cuando x—

FGURA 256 y = L es una asintota horizontal en a), b) y c); y = L, y y = L, son asintotas horizontales en d)
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K
——>

‘ 3 => ¢Je x positivo
L -

. OO
0 X

/
Larecta y = L se denomina asintota horizontal de la curvay = f(x)

/

LIMITE EN EL INFINITO POSITIVO
Sea f una funcién definida en algtin intervalo (a, co). Entonces

Si lim f(x) =L

X—>00
significa que los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente cercanos a L si
tomamos x grande lo suficiente.
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ASINTOTA HORIZONTAL

Larecta y = L se denomina asintota horizontal de la curvay = f(x)

sl
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Limites en el infinito por la derecha y por la izquierda

Si los valores de la funcion f (x) tienden a un numero |
cuando x aumenta indefinidamente, por la derecha, decimos:

lim f(x)=L

X—>+00

a funcion tiene un limite en el + infinito. Y larecta y = L es una asintota
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Limites en _infinito (-20) por la 1zquierda

St los valores de lafuncion f (x) tienden a un numero
M cuando x disminuye indefinidamente  (por la
1zquierda).

lim f(x)=M

X—>—00

a funcion tiene un limite en — infinito. Y larecta y = M es una asintota.
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Iimf(x) =L
X P+

Entonces y = L, representa una asintota horizontal




lim f (x) = L




eje P l’legatiVO ‘_—/_

/—OO&L L _

i e

Larecta y = L se denomina asintota horizontal de la curvay = f(x)
/

LIMITE EN EL INFINITO NEGATIVO
Sea f una funcién definida en algtin intervalo (—oo, a). Entonces

lim f(x) =L

X—p=00

significa que los valores de f(x) se pueden hacer arbitrariamente cercanos a L si
tomamos x suficientemente grande negativa.
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Definicion

La recta de ecuacion y = L es una asintota
horizontal de la grafica de |la funcion f(x) si
al menos una de las siguientes
proposiciones es verdadera:

lim f(x) = L
X—=>+00

Iim f(x) = L
X—2>-00




y=fte) )

lim f(x) = M

X—>—00 /

lim f(x)=L

X—>+00
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Son asintotas horizontales
y =L, y y=L,
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! LA RO NN SO0 OO0 PO SO A S i 502

o I A ¢ Cual es el maximo niimero esperado de
clientes al cual se tiende en
V4 el largo plazo?
| 0 30 40 S50 60 70 8 90 100 1i¢ > &I—>+C‘3‘?
tiempo
(afos)

_______________________________________________________________________

____________________________________________________________________

Entonces: [1m /(#) =50

f—+x

Esto es un limite al infinito, que nos indica a que valor se
aproxima la funcion cuando 7 crece indefinidamente.
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Asintotas

Se le llama asintota de la grafica de una funcion, a
una recta a la que se aproxima continuamente la
de tal funcion.

Es/decir que la distancia entre las dos tiende a ser
cgro (0), a medida que se extienden indefinidamente.
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Tipos de asintotas

= Asintotas horizontales: rectas paralelas al eje x, de
ecuacion y = constante.

otas verticales: rectas perpendiculares al eje de la
X (paralelas al eje y), de ecuacion x = constante.

= Asintotas oblicuas: si no son paralelas o
perpendiculares a los ejes, de ecuacion y = mx + b.
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asintota vertical

SN AT

cada caso la distancia entre la curva y la recta se hace cada vez mas pequena.
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http://www.x.edu.uy/asintota.htm

Las asintotas horizontales se calculan de la siguiente forma:

Si Iﬂljimf{m} = a, entonces ¥ = a es una asintota horizontal para f(x)

(por la izquierda).
Si IET:.DHI} = b, entonces y = b es una asintota horizontal para f(x)
(por la derecha).

na funcion puede tener a lo sumo dos asintotas
orizontales: una por la izquierda y otra por la derecha.

16/03/2018
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Asintotas horizontales

Caracteristicas y pasos para calcular asintotas honzontales
Las asintotas honzontales nos indican a que tiende la funcién
cuando la x es muy grande o muy pequena.

(0.0

+00 -

1 Calculamos el limite de la funcion cuando x tiende a infinito.
Sioexiste el limite (valor finito), el valor del limite es una asintota
horizontal.

lim f{x)=b Elvalor de la asintota se escrihe: y= b

At e

2 Sonrectas paralelas al eje OX. Se escriben:
v = valorde |la asintota honzontal.

16/03/2018
ELABORO WIS\ EFREN GIRALDO T.



http://www.vadenumeros.es/primero/asintotas-verticales.htm

Asintotas horizontales de funciones racionales y exponenciales

|

3 Las funciones racionales tienen asintota horizontal en los
siguientes casos:
P{x) _® La funcién al hacer el limite queda de la forma =
Q(x) o .
a) Cuando el numerador vy el denominador son del mismo grado.
b) Cuando el grado del denominador es mayor que el grado del

numeradaor.

4 Las funciones exponenciales tienen una asintota horizontal en
=0
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Limite en el infinito (-0) de e”*

EJEMPLO 3 | Un limite en el infinito negativo

Use métodos numéricos y grificos para hallar lim e”,
X—F—00

SOLUCION  De la grifica de la funcién exponencial natural y = €' de la Figura 7 y la
correspondiente tabla de valores, vemos que

lim " =0
K=

Se deduce que la recta y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal.

Vi . e~

y= et 0 | 1.00000

-1 0.36788

-2 0.13534

-3 0.04979

1 -3 0.00674

——// -8 0.00034

—— L —10 | 0.00005
y:O 0 1 X
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(00

Indeterminacion —~

EJEMPLO 2 | Hallar un limite en el infinito

Nvalte X 3xt—x—2

N S A+ 1
SOLUCION Para evaluar el limite en el infinito de una funcién racional, primero dividi-
mos el numerador y el denominador entre la potencia superior de x que haya en el denomi-
nador. (Podemos suponer que x # (), porque estamos interesados solo en valores grandes
de x.) En este caso, la potencia superior de x del denominador es x°, de modo que tenemos
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1 2
3 -
. x X Divida numerador y
= lim _ !,
00 4 1 denominador entre X~
5 — + 3
X X
1 2
lim (3 —-— - —
X—00 X X L .
= 2 . Limite de un cociente
lim (5 + —+ —j)
X




Vi
— y = 0.6
"l. ...--""'"———._._:__
o] /1 x
!
/
1
lim3 — lim —— 2 lim —
_ o x—so0 X o0 X Limites de Sumas
1 1 y Diferencias
lim5 + 4 lim— + lim—  ~ o
00 o0 X r—oo X
3—0—-0 3
= = — Seax — o<
5+0+0 5

Un célculo similar muestra que el limite cuando x — —oo también es % La Figura 6 ilustra

los resultados de estos cdlculos al demostrar la forma en que la funcién racional dada se
. . : 3 _

aproxima a la asintota horizontal y = 5.=0.6

ELABORO&&FREN GIRALDO T.
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n—-1
a x +K +ax+a,

Para funciones racionales: J )

b X" +K +bx+h,

m—1

Resolucion simplificada:

Calcular el limite, tomando en cuenta el término
dominante del numerador y del denominador:

\




It —x—2 3x-
Evalie lim .= lim —
X0 5-1'1 -+ 4.]{' -+ 1 X0 5.1'1 '

ul | W
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Ejemplos de asintotas horizontales
X+

E]l ﬁ:]{ :| = al reemplazar o resulta uan indetermiancion de la formag
X =1
_ X+1 o _ X+ 1 _ X
lim = = lim ——=i — =1
X=0 oy — o0 =0 yw -] K—=¢0 ¥y

Hay una asintota horizontal en v =1
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http://www.vadenumeros.es/primero/asintotas-verticales.htm

A" [JTe A Limite en el infinito

. —6x* + P+ 1
Evalie lim .
x—ro0 2wt —x

Solucion No es posible aplicar la ley del limite de un cociente en (13) a la funcion dada,
puesto que lim(—6x* + x> + 1) = —oo y lim(2x* — x) = oco. No obstante, al dividir el

X=+0o0

. 4 -
numerador y el denominador entre x~ podemos escribir

e ()
. o —bx + x4+ 1 . x* Xt
lim = lim

X0 2.1'4_I X=—ro0 2_(1)

.,Tl."3

I 6 1 1 El limite del numerador
xl}nc}& —6 + IZ + .1"4 existe, asi como el limite

«— del denominador, y el

. 1 limite del denominador
lim| 2 — — -
X=00 X no s Cero
=6+ 0+0 _13
2—-0 '
Esto significa que la recta y = —3 es una asintota horizontal para la grafica de la funcion.
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Solucion alterna es posible descartar todas las potencias de x, menos la mas alta:”

descartar términos de los recuadros azules

!

=6+t 4+l -6t —6
lim = lim = |lim— = —3.
X—400 214 - X X=—pi00 11-‘1' x—=00 2
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A4 Limite infinito en el infinito
3

Evalie i
e i 37

Solucion Por (14),

1-x -

leIE:' +2 e X

En otras palabras, el limite no existe.
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= lim— = —=limx’ = —0,

SI-H!J
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fx) Investiguemos el comportamiento de la funcion f definida por
2
—1.000000 =1
_x =
0.000000 fix) ¥+ 1
0.600000 . _
0.800000 cuando x se hace grande. La tabla del margen da valores de esta funcién redondeados a seis
0.882353 lugares decimales; la grifica de f ha sido trazada por computadora en la Figura 1.
0.923077
0.980198
0.999200 yi
0.999800 y=1
(0.999908 e — "

=

N EE
Jr_Jr:!-i-]




Una de las conclusiones que se pueden sacar es la
siguiente:

En lasasintotas horizontales planteamos siempre los
mismos limites cuando x tiende a +oo y el resultado es
el gtie nos dice s1 existen o no.
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Ejercicios:
Calcule los siguientes limites y asintotas

I 4x° +5
LM 3

x'=3x

2. lim

e | —2x

Y —3x
3. lim=
hm-

x+7

4 lim

2
yoseom A T 3 16/03/2018




