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SMIVISION: Tender a ser an der bumano complets

entrega, la trandpanencia, la simplicidad ¢ la

SMI MISION: Enttrega a la Voluntad Suprema.
Seruir a las perdonas. ]
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lim senx = sena, lim cos X = oS a.

X=a A=a

limtanx = tana, lim cotx = cota,
X=>( X=d

limsec x = seca, lim cscx = ¢sca.
X=a X=d




Iimsenx=sen0 =0 y limcosx =cos0 = I.
=0 x=0



https://www.geogebra.org/m/GCzxMWv9

Teorema de la Compresion=

Teorema del Sandwich

* Este teorema enuncia que si dos funciones
tienden al mismo limite en un punto a,
cualquier otra funcion que esté entre las dos
anteriores tendra el mismo limite en ese punto.



Es frecuentemente utilizado para encontrar el limite de
una funcion a través de la comparacion con otras dos
funciones de limite conocido o facilmente calculable.



e

Observe que el valor de y para g(x) en el intervalo cd es menor que la y de f(x) y mayor que
la y de h(x), esto para valores de y diferentes del limite, donde son todas las y iguales.

Lo que equivale adecir quesi h(x) < g(x) < f(x) paratodo x en un
Intervalo abierto cd que contiene a, se cumple que

lim g(x) = lim f(x)=lim h(x)
X—a X—a X—a



Este teorema enuncia que si dos funciones tienden al
mismo limite en un punto de un intervalo, cualquier
otra funcion que pueda ser dibujada entre las dos
anteriores tendra el mismo limite en el mismo punto.




FIGURA 2.4.1 Gréafica de f opri-
mida entre las grificas de g y h

Teorema 2.4.1 Teorema de com

Suponga que f, g y h son funciones para las cuales g(x) = f(x) = h(x) para toda x en un inter-
valo abierto que contiene a un nimero a, excepto posiblemente al mismo a. Si

lim g(x) = L y lim h(x) = L,

T=»dl

entonces lim f(x) = L.

=0




Las graficas de

f(@)=2yz+1-1, g(z_)=33_:_z' y hiz)=¢

se muestran a continuacion



https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/limits-from-equations-dc/squeeze-theorem-dc/v/squeeze-theorem-exercise-example

Las graficas de

fz) =2V +1-1, g(z)=’2”, y h(z)=e

r

se muestran a continuacion

Yy
o 3.5 . $
e* =h(z) +
3 o —gl2) 72~ <= =
(z)=2vx+1-1
_— | _2 N - : bendiiasd

R



https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/limits-from-equations-dc/squeeze-theorem-dc/v/squeeze-theorem-exercise-example



https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/limits-from-equations-dc/squeeze-theorem-dc/v/squeeze-theorem-exercise-example

Soemas:

flz) = g(z) < h(x) para toda =

lHm f(x) = Ihitéh[m} =1

r—3

:Cudl es el valor de lim g(x)?
—3



https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/limits-from-equations-dc/squeeze-theorem-dc/e/squeeze-theorem

Aqui estan las graficas de las funciones continuas f, g,y h.

Ademas:

f(z) < g(z) < h(z) para toda z

lim f(z) = lim h(z) = -1

T——3 T——3

;Cul es el valor de lim_g(z)?

-3




Se tiene que f(a:) = g( ) < h(:{:)
Como las funciones son continuas, se sigue que

iy f(e) < [y o(=) < iy A(x)

También esta dado que ]i[% f(z) =limh(z) = 1.
T

T3

Podemos sustituir esto en la desigualdad de arriba:

lﬂ]jJIlg(:t:)ﬂl

T3

Por el teorema del sandwich,



https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/limits-from-equations-dc/squeeze-theorem-dc/e/squeeze-theorem

Esta desigualdad se cumple para toda x cerca de —1 excepto quiza para z = —1:

:53—:52—3I+5£g[$}£2m+8

;Cudl es el valor de lim g(z)?

I——




5225335

Las grificas de las funcionas continuas _f (en azul),  (en verdea) y h (en rojo)] se muestran a continuacidn.
Se tiene gue

_ﬂ.I’_:I = _I;I'{III- < h{I} paratoda T cercanaa l,

lim f(z) =2 y lim h(z) =2 — limg(x) =2

{Cudl es el valor de ]JJIII gl’.r_] ?
T—>



https://es.khanacademy.org/math/differential-calculus/limits-from-equations-dc/squeeze-theorem-dc/v/squeeze-sandwich-theorem

-1
FIGURA 2.4.2 Grafica de la

funcion en el ejemplo 2

I!Eﬁﬂ:ﬂ Un limite que no existe

El limite l].[[l sen(1/x) no existe. La funcién f(x) = sen(1/x) es impar pero no es periddica.
La grﬁﬁca ﬂSE]lEI entre —1 y 1 cuando x —0:

sen— = *+1
X




* Lo que ocurre: con valores muy cercanos a
-, 1 -
cero la funcidn sen (;) oscila tanto y tan

rapidamente que no es posible determinar a
que valor tiende cuando x tiende a 0.

07/03/2018 ELABORO EFREN GIRALDO TORO 19



La mancha azul significa que cerca del origen la grafica de f se vuelve tan comprimida que
parece ser una mancha continua de color.

Y la funcion en todo momento esta entre -1 y 1, se podria decir que pasa
instantaneamente de -1 a 1y de 1 a-1. Oscila a gran velocidad.

ELABORO EFREN GIRALDO TORO



Uso del teorema de la Compresion

No obstante, esta funcién y su intervalo puede servir
para algunos fines.

De la grafica se deduce que sen (i) oscila entre -1y 1,

en las cercanias de 0. lo que se expresa de la siguiente
manera:

-1 < sen (i) <1



Limite de x“sen (%)

* Apesar de que limsen (1) no existe la

x>0 X
- , 1
funcion sen (;) se puede emplear para calcular

el limite de funciones creadas a partir de ella:



Como desigualdad que es, se puede multiplicar
todos sus términos por x2 (una funcion conocida) :

-1 < sen (%) <1

—x?% < x%sen (%) < x?

Y me dan las graficas o las obtengo de algin programa de internet, por ejemplo derive:



FIGURA 24.3 Grifica de la funcién




Se observa que los limites de las dos funciones - x* y x* cuando x
tiende a 0, deben ser iguales a 0.

0 < lim x? sen( ) <0
x—0

Por tanto

lim x? sen( ) 0
x—0



- s sen x - 1
Funcion y= —, o confundir sen (;)

"-\l'\_/'l/-\l NS
\J| "/

en x

» Aungue como se puede observar la funcién y==
no esta definida en x=0 (hueco) el limite si existe:









Sustituyo la nueva variable en la ecuacion original:

sen kx . sent - ksent
)= lim =—=1 —kx1=k

lim ( .
x 0 x t>0 7 t> 0

07/03/2018 ELABORO EFREN GIRALDO TORO 29



A" Uso de (5) y (10)

tan
Encuentre el limite lim —I.
—0 X

Solucion Al usar tan x = (sen x)/cos x y el hecho de que el limite existe, puede escribirse

SENX)/COsX
]imw l[m( )f
=0 X x—l X

1 senx
—0 COs X X

(Ho o) 12 °5)

= lim

T 1 =1. < por(5y0)




=A=' Kol Una sustitucion

Encuentre el limite lim

sen(x — 1)

=1 xt 4+ 2x — 3

Solucion Antes de empezar, observe que el limite tiene la forma indeterminada 0/0 cuando
x — 1. Al factorizar x> + 2x — 3 = (x + 3)(x — 1) el limite dado puede expresarse como un
limite de un producto:

sen(x — 1)

sen(x — 1) 1

= lim x+3)x—=1) = lim

x+3

Luego, si se hacs

t =x — 1, veremos que x — 1 implica t — 0

Al volver a (12) es posible escribir

x—1

sen(x — ]}}

En consecuencia,

i M = D o osent o)
x—1 x—1 —0 t
sen(x — 1) ) 1 sen(x — 1)
;lff—’ﬁxz+2x—3=}ﬂ[x+3. = ]
’ 1 ~ sen(x — 1)
=(11-1—I}II1I+3)(£1—I}I} x—1 )

= (lim L )(lim sent
. —1lx + 3 —0

sen(x — 1)

X

Ifm =(l'm L )(li’msem)=l-1 =L
— 1 i—0

x—}IIE_}_zI_:} x+3

(12)

31



Uso de una identidad pitagdrica

Encuentre el limite liml — 8%
x—l X

Solucion Para calcular este limite empezamos con un poco de ingenio algebraico al multi-
plicar el numerador y el denominador por el factor conjugado del numerador. Luego usamos
la identidad pitagérica fundamental sen® x + cos* x = 1 en la forma 1 — cos” x = sen’ x;

]iml — CosX (1 — cnsx)_(l + cosx)

=0 X -0 X (I + cosx)

1 —cos®x

li—[fﬁx(l + cosx)

2
S€n X ] sen x* sen x

0 x(1 + cus_:)' x I_n;]o x(1+cos x)




sen’x
x(1 + cosx)

sen x sen x )

lim
1—s)

1 + cosx

(Hm senx)_(]im sen x )
—0 X x—0 1 4+ cosx

Debido a que lJ'I[ﬂlI (sen x)/(1 + cos x) = 0/2 = 0 se tiene
I—




Puesto que el limite en (13) es igual a 0, puede escribirse

— —(cosx — 1 —
]J’_ml ms.t:l[m ( )=(_1)1[mcusx 1 — 0.
x— X x—sl) X x—0 X

Luego, al dividir entre —1 se obtiene otro importante limite trigonométrico:

im&S* =1 _
x—0 X




FIGURA 246 Grificade fix) = (cosx —1)/x




Con los tres limites, esto es:

. . . nx
limsenx =0 : limcosx =1 : “mse =]

®x=0 X0 x=0 ¥

es posible resolver muchos Ilimites de funciones
trigonométricas.




