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Cuando se trabaja con funciones frecuentemente nos
Interesa averiguar el comportamiento de una determinada
funcion cuando la variable independiente x, se aproxima a
un determinado valor a.



En otras palabras: queremos averiguar si la funcion se
aproxima a un determinado valor L, aumenta
Indefinidamente, disminuye indefinidamente o no tiene
un comportamiento claro, cuando x se aproxima a a.



Presentacion y Recomendaciones
tomadas de la pagina de limites de la
Universidad de los Andes del Profesor
Aquiles Paramo Fonseca y de
Geogebra.



* «El concepto de limite de una funcion es
fundamental en todos los campos del calculo.
Baste decir que la derivada, que es el tema
principal del curso de Calculo Diferencial, es
por definicion un limite. También lo es el
concepto de integral y el de serie, que son
temas que el estudiante se encontrara mas
adelante en el curso de Calculo Integral».



Limite de una funcion
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 El limite de una funcion es el comportamiento de La funcion en
las cercanias a un punto a (o c) en el eje X.

« Qué pasa con la'Y cuando me desplazo hacia ese punto desde la
Izquierda en el eje X?

* Qué pasa con la'Y cuando me desplazo hacia ese de punto de X
desde la derecha en el eje X?
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Significado de acercarse por la Izquierda

« QObserve que si se tiene un punto a por ejemplo 3 en el
eje X me puedo acercar a este punto por la izquierda.

« Esto quiere decir que si me acerco por la izquierda
necesariamente lo debo hacer con valores menores a
a = 3. pero estos valores cada vez estan aumentando
mas.

* O sea, debo tomar valores por ejemplo de 2.8, 2.9
295 2.97.....

« Slempre tomando un valor menor al inicial (< 2.8)
gue luego se hace aumentar tendiendo al valor a=3.
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« Es importante anotar que me puedo acercar tanto a 3
por la izquierda como yo quiera inclusive sin llegar a
tocar a 3:

« 297 2.99 2.999 2.99999 2.9999999

« También lo podria hacer llegando a tocarlo, o sea, que
lleque a 3.

Y se denomina a—, 0 acercarme a a por debajo.
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Es importante anotar que me puedo acercarme
tambien por la derecha a 3 tanto como yo
quiera inclusive sin llegar a tocar a 3:

3.01 3.005 3.0001 3.0000001

O sea, que puedo estar tan cerca de 3 como yo
quiera, sin llegar a tocarlo o alcanzarlo.

También lo podria hacer llegando a tocarlo, o
sea, que llegue a 3.



Es cuando nos acercamos a a por su lado derecho, se
parte de valores mayores de a o sea de valores gque
estan a la derecha de a, estos valores cada vez,
disminuyen mas.

Y se denomina a™, 0 acercarme a a por encima




Pero realmente esta no es la cuestion a analizar.

Lo que Interesa realmente es observar es ;que pasa con
el valor correspondiente de Y cuando X varia
acercandose al valor a tanto como yo quiera?.

¢Sera que se aproxima también a un valor fijo L?



Ahora, es obvio por la definicion de funcidn
que si le pasa algo a X, tambien
necesariamente le debe pasar algo a Y.

O mejor dicho, si varia X también variara Y.

Nos interesa ¢qué le pasa justamente a Y?
¢ Como varia Y?



f(X)
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f(X)

http://3.bp.blogspot.com/_pa9SwNuusWY/THWPqCFPCY I/AAAAAAAAAKI/_NstKgY xIK4/s1600/Limite3.png
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Importante: decir es lo mismo que decir
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https://www.geogebra.org/m/XWWGS6ZK
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/f01_propor.html
https://www.geogebra.org/m/XWWGS6ZK

LIMITES POR LA IZQUIERDA

Es cuando nos acercamos a a por su lado izquierdo, o
sea, para valores menores de a y se denota por a™

05/03/2018 ELABORO EFREN GIRALDO TORO



Haremos esto tabulando los valores de la funcion
para valores de x cada vez mas cercanos al niumero a.



x hiende a 2 1zda

btspo:||wwas. geogebna. orgl o] XHWWGSEZR

Podemos observar que cuando nos acercamos por la izquierda con
las x al valor , los valores de la y= f(x) se van acercando a
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https://www.geogebra.org/m/XWWGS6ZK

brtpe:||wwe. geogetra. org|om| XWWGSEZXK



https://www.geogebra.org/m/XWWGS6ZK

* Podemos hacer que los valores de la variable y
se al valor  tanto como gueramos,

solamente que la variable se

acerque por la derecha (a*) tanto como
queramos al valor

a* significa por el lado derecho

S——
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f)=x*—x+2

para valores de x cercanos a 2. Las tablas siguientes dan valores de f(x) para valores de x
cercanos a 2 pero no iguales a 2.

a a’

x fx) x fx)
10 || 2000000 | [[30 | 8.000000

1.5 2.750000 2.5 5.750000
1.8 3.440000 2.2 4.640000
1.9 3.710000 2.1 4.310000 se aproxima a
1.95 3.852500 2.05 4.152500
1.99 3.970100 2.01 4.030100
1.995 3.985025 2.005 4.015025
1.999 v 3.997001 72.001 F 4.003001

m) 2 m) 4 24m 4+ ¢ o X

. .. cuando x se aproxima a 2




at <€ |
 Es cuando nos acercamos a a por su lado

derecho, se parte de valores mayores de a 0
sea, de valores que estan a la derecha de a.

Y se denominaa™




* Si el por la 0 S

existe el limite por la 0 SI son
~entonces el limite de la funcion en
ese punto
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Si se tiene una funcion y=f(x) y es un punto
gue pertenece a su dominio, significa que

l}cmaf(x) =L

Siempre y cuando los limites por la parte izquierda y por la
parte derecha existan y sean el

Limite de f(x) cuando x tiendea es L




En ningun momento nos interesamos por el valor L
de f(x) cuando x=a, es decir, el numero f(a). Lo
unico que nos interesa son los valores de la funcion
Y=f(x)cuando x esta "muy cerca" de a pero X e€s
diferente de a.



::: | i‘::
x—a- x—at = x
a

FIGURA f(x) = L cuando
x—a sl y solo si f(x) =L
cuando x —a~ vy fix) =L
cuando x = a™




B Existencia o no existencia Por supuesto, un limite (por un lado o por dos lados) no tiene
por qué existir. Pero es importante no olvidar lo siguiente:

* La existencia de un limite de una funcion f cuando x tiende a a (desde un lado o desde
ambos lados) no depende de si f estd definida en a, sino sélo de si estd definida para
x cerca del nimero a.




FUNCIONES DISCONTINUAS

|
| Punto gue pertenece a
' a funcion y=(x) sin estar

2N la curva

\ o or=so M}// —

o .
[ .. & N-hueco Este punto no pertenece

a la curva y=f(x)

()

 La funcion y=f(x) no esta definida en v pero si
en (a,b) paraunvalordex=a
Esta funcion es discontinua en o



 Se dice que una funcion tiene un "hueco" en
X=a cuando no existe el valor de la funcién en
ese punto pero si existe el limite, es decir,
existen los limites laterales por ambos lados y
son iguales pero no existe la funcion en ese
punto.



I Una forma indeterminada Se dice que el limite de un cociente f(x)/g(x), donde tanto el

numerador como el denominador tienden a 0 cuando x — a, tiene una forma indeterminada
El limite (7) en el andlisis inicial tenfa esta forma indeterminada. Muchos limites impor-
tantes, como (9) y (10), y el limite

i T 1) = @)
h—0 h

que constituye la columna vertebral del cilculo diferencial, también tienen la forma indeter-
minada 0/0.




Teorema 2.2.1 Dos limites fundamentales

i) lime = c, donde c es una constante. El limite de una constante es la constante
e 1 e =

i) limx=a  « E limite de x cuando x tiende a a es a.

XY=




Teorema 2.2.2 Limite de una funcién multiplicada por una constante

Si ¢ es una constante, entonces

limef(x) = clim f(x).
7 . I‘*ﬂ L4 . Iﬁﬂ ’ . L4
El limite de una constante por una funcidn es igual a la constante por el limite de la funcion

a) lim5x =5limx=5-8=40
I—H r—H




Teorema 2.2.3 Limites de una suma, un un cociente

Suponga que a es un numero real y que lim f(x) y lim g(x) existen. Si lim f(x) = L; y
X—+id I—ra I—ra

lim g(x) = L,, entonces
X—ra

i) lim[f(x) £ g(x)] = imf(x) * limg(x) = L, * L,,

i) 1im[f(0g()] = (lim f(x))(lim g(x)) = L,Ly, y
f'[ x) lim f{I) L,

iiil) lim— = "———=— [, # 0.
B T limge T Ly 2




Si ambos limites existen, entonces

i) el limite de una suma es la suma de los limites,
ii) el limite de un producto es el producto de los limites y
iii) el limite de un cociente es el cociente de los limites, en el supuesto que el
limite del denominador no es cero.

lim (10x + 7) liml10Ox + lim 7
r—5 X—»5 r—5
10limx + lim 7
Xx—5 X—=5

10-5 + 7 = 57.




Teorema 2.2.5 Un limite que no existe

Sean lim f(x) = L; # 0y lim g(x) = 0. Entonces
Xx—d

X—a

no existe.




Solucion Cada funcion en los tres incisos del ejemplo es racional.
a) Puesto que el limite del numerador x es 5, pero el limite del denominador x — 5

es 0, concluimos del teorema 2.2.5 que el limite no existe.




x2— 10x + 25
b) ;]:I—l;% x> —4x =5

Al sustituir x = 5, tanto el denominador como el numerador se hacen iguales a 0, de
modo que el limite tiene la forma indeterminada 0/0. Por el teorema del factor del
algebra, x — 5 es un factor tanto del numerador como del denominador. Asi,

X’ = 10x=25 _ (=5
_I—I}rslxz—;'x—s _I—PSI_S)(I+1)

“— ge cancela el factor x — 5

x—35
_;!i—lrl}x+l

< gl limite existe




x—35
¢) li—[gf— 10x + 25°

De nuevo, el limite tiene la forma indeterminada 0/0. Después de factorizar el deno-
minador y cancelar los factores, por la manipulacion algebraica

xX—35 xX—35
lim 5 =lfm—2
=5xc— 10x + 25 *=5(x — 5)

se ve que el limite no existe puesto que el limite del numerador en la ultima expre-
sion ahora es 1, pero el limite del denominador es 0. o




Teorema 224 Limites de una potencia

Sean lim f(x) = L y n un entero positivo. Entonces

/-I‘!\ n n
lim [f)]" = [Tim ] = L'

X—a

El limite de una funcion elevada a una potencia es igual al limite elevado a potencia

Para el caso especial f(x) = x", el resultado proporcionado en el teorema 2.2.4 produce




EJEMPLO
Evalie

a) limx’

x—10

Solucion
a) Por (1),

lim X = 10° = 1000.

x—10

b) Por el teorema 2.2.1 y (1) sabemos que 11m 5=5ylimx” = 16 # 0. En conse-

cuencia, por el teorema 2.2.3iii), e

5—

I—M-x




I!]iﬁﬂ!’i Uso de los teoremas 223y 2.2.4

Evaliie lim (3x — 1)'°.
x—]

Solucion Primero, por el teorema 2.2.3i) se observa que

Iim 3x — 1) = lim 3x — liml = 2.

=1 r—l x—=1
Luego, por el teorema 2.2.4 se concluye que

w10 ; S110 — =10
lim (3x — 1) —[chi_l;n (3x = D] =2"= 1024,

1—1




I!EM:!H Uso del teorema 2.2.3

Evalde lim (x* — 5x + 6).

=3

Solucion Debido a los teoremas 2.2.1, 2.2.2 y (1), todos los limites existen. En consecuen-
cia, por el teorema 2.2.3i),

lim(x* = 5x + 6) = limx* = lim5x + lim6 = 3* = 5-3+ 6 = 0.

1—=3 =3 =3 I=3




Linc de lineas rectas
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/
geogebra/figuras/f01 propor.html

Transformacion de funciones

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/
geogebra/figuras/tfl.htm

Derivada
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/
geogebra/figuras/dlderivadalp.html



http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/f01_propor.html
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/tf1.htm

 Funciones

* http://roble.pntic.mec.es/jarran2/geogebra/web
[funcionlineall.html

» Exponenciales

* http://roble.pntic.mec.es/jarran2/geogebra/web
[funcionexponenciall.htm

» Geogebra
 http://geogebra.es/cvg/02/index.html



http://roble.pntic.mec.es/jarran2/geogebra/web/funcionlineal1.html
http://roble.pntic.mec.es/jarran2/geogebra/web/funcionexponencial1.htm
http://geogebra.es/cvg/02/index.html

http://jmora7.com/SB/construccion3.html
AHORA:

http://www.lamanzanadenewton.com/materiales/
matematicas/Imn_mat_fch12.html

http://calculoparaprincipiantes.weebly.com/liacute
mites.html

http://www.fca.unl.edu.ar/Limite/2.1%20Nocion
%20Intuitiva.htm

http://www.fca.unl.edu.ar/Limite/2.1%20Nocion
%20Intuitiva.htm



http://jmora7.com/SB/construccion3.html
http://www.lamanzanadenewton.com/materiales/matematicas/lmn_mat_fch12.html
http://calculoparaprincipiantes.weebly.com/liacutemites.html
http://www.fca.unl.edu.ar/Limite/2.1 Nocion Intuitiva.htm

